2 ‘,_,_.‘_......_.._@_‘-AA‘A-A--“----‘---‘. 1

emtlns esladisticas

para la investicacion en
& a asriculiura

ThOmas M Little
F .Jackson Hills

-------v-v-.ooooooooooooooooooooom




CCCOO00000N00000E66060000000089

METODOS ESTADISTICOS
PARA LA INVESTIGACION EN
LA AGRICULTURA

Thomas M. Little
F. Jackson Hills

La agricultura constituye actualmente la
hase de la economia en los paises latino-
americanos. Por tanto, el presente volu-
men constituye un instrumento de gran
utilidad, pues expone un estudio profun-
d. neorea de las aplicaciones que tiene la
- tistica en la investigacion nara el me-
ijoramiento de las técnicas agropecuarias.
‘A través de es.e libro se oirece un2 expli-
cacion sencilla y clara de lo que es en si
I» ciencia estadistica, como utilizarla co-
rrectamente y de qué maneras se puede
aplicar en el disefio, la ejecucion y el ana-
lisis de experimentos agricolas. Asimismo
contiene planteamientos atinentes a cada
uno de los problemas que se tratan, y las
razones por las cuales el con ocimiento de
13 estadistica es necesario.
Con el proposito de dar a conocer al lec-
tor los medios mas eficaces para la reso-
lucién de problemas relativos al sector
agricola, se haincluido enla obra el desa-

rroilo detallado de diversos experimentos

con plantas y animales, y sus respectivos
resultados.

Teniendo en cuenta la necesidad de con-
tar con un método para la realizacion
adecuada de investigaciones agropecua-
rias, se abarcan no solo las formas logicas
de la investigacion, como el razonamiento
inductivo y el deductivo, sino también los
procedimientos que se llevan a cabo me-
diante la tabulacion de datos que se ob-
tienen a partir de las leyes de la causali-
dad exacta.

El texto contiene también gran nimero
ce figuras y graficas, asi como de tablas
para la ordenacion de datos, que contri-
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Prologo

Desde 1957 hemos entrenado agentes de extensidn en métodos estadisticos para mejorar
la creciente participacion del Servicio de Extensién Agricola de la Universidad de
California, en la resolucion de problemas de investigacién. El precursor de este libro,
Métodos experimentales para extensionistas y su folleto asociado, Correlacién y regresion,
fueron disefiados como parte de ese esfuerzo. Nuestro primer curso intensivo, “’Disefios
para la investigacion y analisis”’, fue impartido en 1965, y desde entonces el curso ha sido
repetido en veinte ocasiones, entrenando a mas de 250 agentes de extensidn y miembros
dei cuerpo universitario. Métodos estadsticos para /a investigacion en la agricultura ha
sido disefiado como un texto para este curso, en un intento por explicar, en los términos
mas sencillos posibles, de qué trata la ciencia estad istica, cbmo es utilizada en el proyecto,
la ejecucion y el andlisis de experimentos, y por qué su utilizacién es necesaria.

La mayor parte de lo que hemos escrito aparece mas detallado en varios de los excelentes
textos disponibles acerca de proyectos estad (sticos y andlisis. Nuestro proposito es brindar
al experimentador un minucioso conocimiento de importantes instrumentos estadisticos,
en el menor tiempo posible. Los procedimientos son presentados con el fin de facilitar
una comprension del cémo de cada técnica mediante un intento de aplicar muchos de los
porqué, a través de un enfoque intuitivo.

Los lectores interesados en poseer mayores detalles acerca de ciertos temas, deben
consultar el apéndice A.13, donde encontraran una lista de lecturas complementarias. ‘

T.M. Little y F. J. Hills
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Intercepto o punto donde una recta o curva cruza el eje de las Y.
Pendiente de una recta, también denominada coeficiente de regresion.
Coeficiente de X” en cualquier ecuacién de polinomios.

Coeficientes para las ecuaciones de polinomios apropiadas a los datos provenientes de
incrementos a intervalos iguales de la variable independiente.

Término de correccién para calcular una suma de cuadrados.

Limites de confianza de una media o de una diferencia de medias.

Coeficiente de variacion.

Diferencia entre dos valores de la variable.

Diferencia entre dos medias.

Grados de libertad.

Razon entre dos varianzas o cuadrados medios.

Factor utilizado en el célculo abreviado de ecuaciones de polinomios de regresién.
Diferencia comun entre los valores de X a intervalos iguales.

Diferencia significativa minima.

Ndamero de medias en una poblacién de medias.

Cuadrado medio. Generalmente se usa una tercera letra para indicar un cuadrado medio
especifico; por ejemplo, CME es el cuadrado medio del error.

Ndmero de elementos en una poblacién.

Nimero de elementos en una muestra.

Suma de los productos de una serie de coeficientes y sus correspondientes valores deY P=
Z(c.Y).
1

Nimero de diferencias de medias en una poblacién de diferencias de medias o en un factor
calculado en la prueba de aditividad de Tukey.

Coeficiente de correlacion lineal.

Coeficiente de determinacién lineal.

Coeficiente de determinacién de una correlacién simple no lineal o de una correlacién
multiple.

Suma de cuadrados. En el anilisis de varianza, SC indica la suma total de cuadrados: la letra

mayUscula siguiente indica alguna otra suma especifica de cuadrados; por ejemplo, SCT es la
suma de cuadrados para tratamientos.

Diferencia significativa minima en la prueba de rango multiple de Duncan.
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Desviacion estandar y varianza, respectivamente, de una poblacion de elementos individuales
estimadas a partir de una muestra.

Error estandar y varianza, respectivamente, de una poblacion de medias estimadas a partir de
una muestra.

Error estandar y varianza, respectivamente, de una poblacian de diferencias de medias
estimadas a partir de dos muestras. g

Una diferencia expresada en unidades de error estandar.

Coeficientes en curvas periddicas apropiadas y sumas en particiéon de cuadrados para datos
tomados a intervalos iguales de tiempo durante un ciclo completo.

Un elemento. Valor de una unidad experipnental individual.
Media aritmética de todos los elementos de una muestra.
Desviacién de un elemento con respecto a la media, X - X.

Un elemento. El valor de una observacion en particular. La Y es utilizada en lugar de la X,
para indicar que la variable dependiente estd en correlacion y regresion.

Media aritmética de una muestra de valores de Y.

Desviacién de un valor de Y con respecto a la media, Y-Y.

Valor estimado de Y a partir de una ecuacion de regresion.

Diferencia expresada en unidades de error estandar, cuando el error estandar de la poblacic'm.
es conocido o es estimado a partir de una muestra grande.

Media de una poblacién de elementos individuales.

Media de una poblacion de medias.

Media de una poblacién de diferencias de medias. -

Simbolo de sumatoria. La suma de diversas unidades.

0000000

Desviacion estandar de una poblacién de elementos individuales. v indica una poblacion de
elementos; y x, una poblacién de X elementos.

Varianza de una poblacién de elementos individuales.

Desviacion estandar y varianza, respectivamente, de una poblacion de medias.

Desviacion estandar y varianza, respectivamente, de una poblacion de diferencias ce medias.

Ji cuadrada. Valor calculado para comprobar la efectividad o idoneidad, utilizado con datos
basados en cémputos. '
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Capitulo

= Légica, investigacion
y¥ y experimento

/EI propésito de la ciencia estadistica es suministrar una base objetiva
para el anélisis de problemas en los que los datos se apartan de las leyes
de la causalidad exacta. Se ha ideado un sistema légico general de
razonamiento inductivo, aplicable a datos de esta naturaleza, y en la
actualidad se utiliza ampliamente en la investigacién cientiﬁcyEs
importante comprender sus principios, tanto para los investigadores
cientificos como para aquellos cuyos intereses residen en la aplicacion de
avances tecnolégicos resultantes de dichas investigaciones. Esto es '
especialmente cierto para las ciencias agricolas y bioldgicas.”

D. J. Finney, Introduccion a la ciencia estad/stica en la agricultura.

La cita anterior es una exposicién concisa de la importancia de la ciencia estadistica en la agricultura. Para
entender mas ampliamente qué es un “‘sistema légico de razonamiento inductivo”, debemos repasar algunos
conceptos elementales de légica. Cuando clasificamos los problemas de acuerdo con el sistema de
razonamiento empleado en su resolucién, encontramos precisamente dos clases de problemas.

| RAZONAMIENTO DEDUCTIVO } beber ()

En primer lugar, existe el tipo de problema en el cual se nos da algun principio o conjunto de principios
generales y se nos pide que determinemos qué sucederia bajo un conjunto especifico de condiciones. El tipo
de razonamiento empleado, de lo_\general a lo particular, recibe el nombre de razonamiento deductivo.

Unos cuantos ejemplos serviran para aclarar este concepto.

Dada la férmula general para el rea de un circulo, A =mr?, ¢cudl es el area de un circulo cuyo radio es de 15
centimetros? D

Dada una clave y descripciones de las malas hierbas de California, ¢a qué especie debe pertenecer cierta mala
hierba?

Dadas las leyes de Boyle y Charles, ;co6mo debemos esperar que cierto volumen de gas cambie al ser
sometido a cambios de presién y temperatura especificos?

13
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Dados algunos principios generales de control de enfermedades, ;qué respuesta cabe esperar al aplicar
determinada dosis de un fungicida a un acre de un cultivo en particular?

Dada una moneda neutral cuya probabilidad de que caiga en cara al ser lanzada al aire es de un medio, ;qué
sucedera cuando dicha moneda sea lanzada al aire diez veces?

El lector deberé pensar en otros ejemplos basados en su propia experiencia.

Casi todos los problemas encontrados durante nuestra acducacién formal fueron de este tipo, donde la
solucién requirié el razonamiento dediictivo. Frecuentemente se dice que un agricultor deberia ser ““versado
en los fundamentos bésicos”. Esto implica que ceberia tener bajo su control un gran ace~o de principios
generales y las habilidades del razonamiento deductivo para aplicarlos a casos especificos.

RAZONANIENTO INDUCTIVO (2)

El segundo tipo de problema es opuesto al primero. Se nos dan algunos casos espacificos y se nos pide que
lleguemos a algunos principios generales que seran aplicados a todos los miembros de la clase representada
por dichos casos. El razonamiento empleado, de lo especifico a lo general, se denomina razonamiento

inductivo. T

/
Los siguientes ejemplos de problemas, que requieren del razonamiento inductivo, son analogos a aquellos que
se han presentado anteriormente para ilustrar el tipo de problemas deductivos:

Dadas las 4areas y los radios de diversos circulos, ¢qué forrnula general podemos dar, expresandao la relacién
entre las &reas y los radios de todos los circulos?

Dados diversos tipos de una especie de mala hierba no descrita, ;cdmo podriamos describir a la especie
como un todo y expresar su relacion con otras especies en una clave?

Dada una serie de observaciones sobre el volumen de un gas bajo diferentes condiciones de presién y
temperatura, jqué leyes generales explicaran tales observaciones?

Dados los resultados de una serie de pruebas de control de enfermedades, ;qué recomendaciones generales
se pueden hacer respecto de la utilizacién de los métodos de control?

Dados los resultados de lanzar al aire una moneda diez veces, ;a qué conclusiones podemos llegar respecto
del sesgo o el insesgamiento de la moneda?

Notese que todos los problemas de este tipo tienen algo en comin: todos empiezan con un grupo de
obsg:zaclones En algunos casos, como en la descripcién de una nueva especie, las observaciones de
fendmenos son hechas simplemente en la medida en que éstos tienen lugar en la naturaleza; sin embargo, por
regla general, las observaciones se realizan bajo condiciones controladas. Los factores objeto de estudio se
hacen variar en alguna forma sistematica, mediante la aplicacion n de tr: tratamientos Otros factores que pueden
ejercer influencia sobre las observaciones son minimizados hasta el punto en qu que la practica lo permita.
Tenemos, entonces, un experimento.

EL PROBLEMA DEL INVESTIGADOR (3

Hemos dicho que casi todos los problemas encontrados en nuestra ensefianza formal son del tipo que requiere

del razonamiento deductivo. Podemos afirmar también que casi todos los problemas que afronta un agrénomo
L s oa - . .

son aquellos que requieren del razonamiento inductivo.

14 Légica, investigacidn y experimento
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;Cuél es el problema tipico que afrontan los investigadores agricolas? Este podria establecerse en los
siguientes términos generales: ;afectard la utilizacion de una practica nueva o diferente el resuitado de algin
segmento en particular de la empresa agricola?; si asi fuese, jen qué extension lo haria? Puesto que estas
interrogantes nunca pueden ser contestadas con un 100% de seguridad, debemos tener en cuenta también el
riesgo y el costo de una toma de decision incorrecta. Esto resultard mas evidente a medida que avancemos en

el estudio de este volumen.

Para resolver tal problema, por regla general se requiere un experimento. En el experimento méas simple, debe
haber s&lo dos tratamientos: la nueva practica y la vieja. Un experimento mas complicado puede incluir
diversas proporciones o métodos de aplicacién de la nueva practica. Aln mas complejos son aquellos
experimentos en los que los efectos de diversas practicas se estudian simultaneamente.

Cualquiera que sea el disefio_del experimento, su propésito es suministrar un medio de realizar observaciones
(muestreo probabilistico) que pueda utilizarse para formular generalizaciones plausibles acerca de la practica,
objeto de estudio. Llegar a tales generalizaciones es un problema tipico del razonamiento inductivo.

s

El lector no debe tener la equivocada impresion de que el razonamiento inductivo contempla una linea
independiente de pensamiento, distinta del razonamiento deductivo. Las conclusiones inductivas deben ser
siempre comprobadas mediante precisos métodos deductivos.

ELEM ALEATORIO

Otra frase que aparece en la cita al inicio de este capitulo requiere alguna aclaracion. ¢Qué se entiende por
“’problemas en los que los datos se apartan de la leyes de la causalidad exacta”?

Fijandonos en los ejemplos de problemas presentados en parrafos anteriores, notamos que existen algunas
diferencias importantes entre los mismos. En el problema de encontrar el &rea de un circulo, no hay
incertidumbre en cuanto a la respuesta. Para cualquier radio dado, sélo puede existir una respuesta.

El problema de la moneda lanzada al aire constituye algo diferente. El supuesto general es que la moneda es
neutral; pero incluso para una sola oportunidad, estamos inseguros en cuanto al resultado. Puede obtenerse
s6lo uno de los dos posibles, siendo ambos igualmente probables. La pregunta de qué sucedera cuando la
moneda sea lanzada diez veces al aire, tiene una respuesta aun maés insegura, existiendo para la misma once
resultados posibles segun el nimero de veces en que ésta caiga en cara; estos resultados difieren en cuanto a
su probabilidad de registrarse. Obviamente ocurriran casos fortuitos en esta ocasion, para los cuales no existe

una relacién simple uno a uno entre causa y efecto,

Tal situacion es casi universal en el campo de la agricultura. No importa cuanto sepa un cientifico sobre
nutricion y fisiologia: no podra predecir con exactitud cuél serd el aumento de peso de una res o la cosecha de
una parcela de papas bajo un conjunto de condiciones dado. Variaciones aleatorias, debidas a una multitud de
causas, siempre haran variar los resultados, sin importar la cantidad de esfuerzo desplegado para controlar

todos los factores conocidos.

El termino aleatorio resulta dificil de definir; pero aun sin una clara definicion, todos sabemos lo que significa,
en grado suficiente como para considerar su importancia en lo que a efectos sobre los resultados bioldgicos se

refiere.

Cuando el elemento aleatorio forma parte de un problema, se introducen dificultades reales. Estas resultan
mucho mas serias en el campo del razonamiento inductivo que en el del razonamiento deductivo.

Consideremos el problema deductivo que consiste en lanzar al aire una moneda neutral diez veces. Mediante
métodos deductivos podemos enumerar todos los once posibles resultados y calcular facilmente la

. Bl alemanto aleaterio 15
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probabilidad de cada uno de ellos; por ejemplo, supéngase que preguntamos: “sCudl es la Drobabilidad de
obtener cinco caras y cinco cruces?”” Esta respuesta puede encontrarse mediante el célculo del valor de

(10x9x8x7x6)/(2x3x4x5x2Y)

cuyo resultado es 63/256 o0 24.6%. A medida gue el nimero de lanzamientos se incrementa, o los supuestos
iniciales se modifican para incluir ciertos grados de sesgo en la moneda, los célculos se vuelven mas
trabajosos aunque siguen siendo directos, y los resultados son sencillos y definidos. Afortunadamente, la
teoria de probabilidades ha sico desarrollada por matematicos, de modo que disponemos de métodos
abreviados y tablas que reducen en gran medida los célculos necesarios en casos complicados. ;

Considérese ahora el problema inverso o inductivo. Si una moneda es lanzada al aire diez veces y cae cinzo
veces en cara y cinco en cruz, ;qué podemos decir acerca del sesgo o insesgamiento de la misma? Todo io
que podemos decir con seguridad es que la meneda no tenia dos caras ni dos cruces. Si ésta fuese netral,
, cabria esperar este resultadc en aproximacamente 25% de las veces en que el intento se repita. Podemas

l afirmar, con elevado grado de probabilidad de estar en lo cierto, que la moneda no se halla fuertemente

| inclinada a favor de la cara o de la cruz, Debemos recordar que nunca podemos hacer tal aseveracion con
apsglgﬁsg_guridad. Incluso con una moneda fuertemente sesgada (una que cae en cara el 0% de las veces),
el resultado observado de cinco caras y cinco cruces tal vez seria p_oibje, pero no muy probable.

La otra aseveracion que podemos formular acerca de la moneda es que nos sentimos bastante confiacos de
que su grado de inclinacién se encontraba en ai3in punto entre una liger3 inclinacién a favor de la cruz v una
ligera inclinacidn a favor de la cara. Ndtese que existen infinitas posibiiicades en ese intervalo, y quz cero
inclinacion es una de ellas~Esto es muy importante para entender que sin més conocimientos acerca de la
moneda que los resultados de estos diez lanzamientos, no hay justificacién para concluir que la moneda era
neutral. Con un mayor nimero de lanzamientos seria pcsible estrechar el intarvalo de inclinaciones que
podrian ser razonablemente esperadas para producir el resultado observado; pero nunca seremos capaces de
establecer con seguridad que la moneda era neutral.

Premeditadamente, hemos evitado definir los términos sesgo fuerte y leve, en bien de la simplicidad; =in
embargo, resulta posible, mediante matodos estadisticos, determinar qué escala de sesgos aceptaramos o
rechazaremos de acuerdo al grado de confiabilidad que deseemaos tener en nuestras conclusiones.

¥
1

1 Ahora podemos ver que la respuesta a la pregunta: ;Qué podemos decir acerca del sesgo de la moneda?” fue
bastante vaga.lEl lector que esta acostumbrado sélo a las respuestas precisas de las matemaéticas deductivas,
puede estar desilusionado con la vaguedad de la respuesta; sin embargo, a pesar de lo insatisfactoria que ésta
il puede parecer, la verdadera naturaleza del razonamiento inductivo es tal que esta respuesta es la mejor gue

i podemos dar./Como dijo el gran filésofo matematico Alfred North Whitehead: ““La teorfa de la induccién es la
i desesperanza de la filosofia —y aun todas nuestras actividades estan basadas en la misma."”

El investigador nd debe desesperanzarse en sus intentos por responder preguntas a través de observaciones y
experimentos; no obstante, deberé darse cuenta de que sus respuestas no g.gé_qwi‘,g_ly_tas. Deberad

hacer generalizaciones con precaucion y sélo después de efectuar cuidadosas observaciones y de ejercitar los
mejores sistemas de razonamiento bajo su control.

-~ 2 = —_——

NECESIDAD DE LA EVALUACION ESTADISTICA

La mayoria de los agronomos ven rapidamente la necesidad del anélisis estadistico para sentar una base
objetiva de evaluacién; algunos ejemplos pueden resultar Gtiles. Si cosechamos dos areas iguales de trigo en
un campo, el grano producido en estas areas, si son siembras por varas de longitud o mitades del campo
entero, rara vez seré igual; el peso de los frutos de &rboles adyacentes en un huerto, dificilmente es el mismo;
la proporcién de aumento de peso de dos animiales cualesquiera de la misma especie y raza, casi siempre

16 Légica, investigacién y experimento
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difiere. Las diferencias de este tipo entre cultivos o animales son debidas a diferencias genéticas y ambientales
mas alla del control razonable de un experimentador. No hay errores en el sentido de estar equivocados; éstas
representan la variabilidad entre unidades experimentales, denominada error experimental. |

Una vez que reconocemos la existencia de esta variabilidad, entendemos la dificultad para evaluar una nueva
practica, mediante su aplicacién a una unidad experimental Unica y su comparacion con otra unidad que es
similar, pero no tratada. El efecto de la nueva préactica se confunde con la variabilidad no determinada. Asi, un
.experimento con una sola réplica suministra una medicién incompleta del efecto del tratamiento; ademas,
puesto que no existen dos unidades experimentales igualmente tratadas, éste no suministra mediciones del
error experimental. La ciencia estadistica supera estas dificultades, requiriendo la recoleccién de datos
experimentales que permitirdn una estimacion imparcial de ios efectos del tratamiento y la evaluacion de las
diferencias del tratamiento a través de pruebas de significacion basadas en mediciones del error
experimental.

Los efectos del tratamiento son estimados mediante la aplicaciéon de tratamientos a por lo menos dos unidades
experimentales, por regla general a méas de dos, y promediando los resultados para cada tratamiento. Las
pruebas de significacion determinan la probabilidad de que las diferencias de tratamiento pudieran haber
ocurrido solamente por casualidad.

Existen tres importantes principios, inherentes a todos los proyectos experimentales que son esenciales para
los objetivos de la ciencia estadistica:

1. Repeticion. La repeticion significa que un tratamiento se efectia dos o mas veces. Su funcidn es
suministrar una estimacion del error experimental y brindar una medicién mas precisa de los efectos
del tratamiento. El nimero de repeticiones que se requeriran en un experimento particular, depende
de la magnitud de las diferencias que deseamos detectar y de la variabilidad de los datos con los que
estamos trabajando. Considerando estos dos aspectos al inicio de un experimento, evitaremos muchas
equivocaciones.

2. Muestreo aleatorio. El muestreo aleatorio es la asignacion de tratamientos a unidades
experimentales, de modo que todas las unidades consideradas tengan iguales probabilidades de recibir
un tratamiento. Su funcién es asegurar estimaciones imparciales de medias de tratamientos y del error
experimental.

3. Control local. Este principio de disefio experimental permite ciertas restricciones sobre la seleccidn
aleatoria para reducir el error experimental; por ejemplo, en el disefio de bloques completos al azar, los
tratamientos son agrupados en bloques que se espera tengan un desempefio diferente, en el cual cada
uno de ellos presenta un efecto de bloque que se puede separar de la variacién total del
experimento.

JEls METODO CIENTIFICO

La investigacion puede definirse en forma amplia como el estudio sistematico de un sujeto con el fin de
descubrir nuevos hechos o principios. El procedimiénto para la investigacién se conoce generalmente como
método cientifico, el cual, aunque dificil de definir con precision, usualmente contiene los siguientes
elementos:

1. Hechos observados. Se dice que la ciencia empieza con la observacion, a través de la cual se
establecen diversos factores.

2. Hipotesis. La consideracion del conjunto de hechos acerca de un sujeto conduce al establecimiento
de una hipétesis —una idea provisoria de como los hechos han de ser interpretados y explicados.

3. Experimento. El experimento es un ensayo destinado a'probar la validez de la hipétesis propuesta.

El método cientifico 17
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4. Resultados y su interpretacién. Los resultados del experimento establecen hechos adicionales. La
interpretacion de estos nuevos hechos a la luz de lo ya conocido, conduce al apoyo, rechazo o
alteracion de la hip6tesis y de ese modo volvemos nuevamente a través de la misma serie de pasos.

El experimento es un instrumento de investigacién utilizado para descubrir algo desconocido o para probar
un principio o una hipétesis. Es un importante paso del método cientifico, y las preguntas que éste aspira a
contestar serén fundamentales para el apoyo o rechazo de una hipétesis.

PLANEADO

1. Simplicidad. La seleccidn ce tratamientos y la disposiciéon experimental deberan hacerse del modo
mas simple posible y deberan ser consistentas con los objetivos del experimento.

2. Grado de precision. Dekterd hater una gran probabilidad de que el experimento sea capaz de medir
diferencias de tratamientos con los grades de precisién deseados por el experimentador. Esto implica
un disefio apropiado y un nimero suficierte ce repeticiones.

3. Ausencia de error sistematico. Debe planearse el experimento para asegurar que las unidades
experimentales que reciban un tratamiento no difieran sisteméaticamente de aquellas que reciben otro
tratamiento, de mcdo que pueda cuiensrse una estimacidn imparcial de cada efecto de tratamiento.

. 4. Rango de validez de las conclusionss. Las conclusiones deben tener un rango de valicez tan
amplio como sea posible. Un experimento replicado en tiempo y espacio incrementaria el rango de
validez de las conclusiones que podrian sacarse del mismo. Un conjunto factorial de tratamientos es
otro medio para incrementar el rango de validez de un experimento. En un experimento factorial, los
efectos de un factor son evaluados bajo niveles variantes de un segundo factor.

5. Cé&'culo del grado de incertidumbre. En cualquier experimento existe siempre algin grado de
incertidumbre en cuanto a la valiczz ce las conclusiones. El experimento debera ser concebido de
modo que resulte posible calcular la probabilidad de obtener los resultados observados debido
unicamente al azar.

PROCEDIMIENTO PARA LA EXPERIMENTACION

En la planeacion y la conduccién de un experimento hay un gran nimero de consideraciones que deben.
ponderarse cuidadosamente si el experlmento ha de ser e?utoso Algunos de los pasos mas importantes .
a dar son: < -

0000006000000 00000000000

= ; Yae
1. Definicién del problema. El primer paso en la resolucién de un problema consiste en establecer
clara y concisamente el problema con que estamos tratando. Si &l problema no puede definirse, hay
muy pocas probabilidades de que éste sea resuelto alguna vez. Cuando el problema se ha -
comprendido, debemos ser capaces de formular preguntas que una vez contestadas conduzcan a Ia
/' solucién. et

2. Determinacién de los objetivos. Estos pueden ser la forma en que las preguntas seran
contestadas, la hipdtesis que se va a comprobar o los efectos que se desea estimar. Los objetivos
deberan redactarse en términos precisos. Dado este paso, el experimentador esta capacitado para
planear més efectivamente sus procedimientos experimentales. Cuando hay més de un objetivo,

- debemos ordenarlos de acuerdo con su importancia, como si tuvieran un’lugar en el disefio
experimental. Al establecer los objetivos debemos evitar la vaguedad o exceso de ambigliedad de los
planteamientos.

. o

3. Anélisis critico del problema y de los objetivos. La racionalidad y utilidad de las metas del
experimento deberan considerarse cuidadosamente a la luz del estatus actual de conocimiento acerca
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del problema. ¢Son los objetivos del experimento realmente importantes para la solucidn del
problema?

La seleccién de un procedimiento para la investigacién depende, en gran medida, del objeto de
estudio en que la investigacion esté siendo conducida, asi como de los objetivos de la investigacion.
La investigacion puede ser descriptiva y contemplar una encuesta por muestreo, o puede contemplar
un experimento o una serie de experimentos controlados. Algunas de las siguientes consideraciones,
o todas estaran incluidas en el procedimiento para la mayoria de las areas de investigacién.

. Seleccién de tratamientos. El éxito del experimento reside en la cuidadosa seleccion de

tratamientos, cuya evaluacion respondera a las preguntas que tengamos.

. Seleccion del material experimental. En la seleccion del material experimental, considérense los

objetivos del experimento, asi como la poblacidn sobre la cual se haran las inferencias. El material
utilizado debera ser representativo de la poblacién sobre la cual deseamos probar nuestros
tratamientos.

. Seleccion del disefio experimental. Nuevamente, aqui es importante hacer una consideracion de

los objetivos; pero una regla general podria ser elegir el disefio més simple que parece brindar la
precisién requerida por nosotros.

. Seleccion de la unidad de observacion y del nGimero de repeticiones. Para experimentos de

campo, con plantas, estos medios determinan el tamafio y la forma de las parcelas de campo. Para
experimentos con animales, estos medios determinan el nimero de animales que han de ser
considerados como una unidad experimental. La experiencia de otros experimentos similares es de
incalculable valor para la toma de tales decisiones. El tamafio de la parcela y el nimero de
repeticiones deberan ser elegidos para obtener la precisidn requerida en la estimacién de los
tratamientos.

. Control de los efectos entre unidades adyacentes. Esto suele llevarse a cabo a través de la

utilizacién de callejones de demarcacién y mediante la seleccion aleatoria de tratamientos.

. Consideracion acerca de los datos que se van a recabar. Los datos recabados deberan evaluar

apropiadamente los efectos del tratamiento, de acuerdo con los objetivos del experimento; ademas,
se debera brindar atencién a la recoleccién de datos que explicaran el desempefio de los
tratamientos.

Esbozo del analisis estadistico y del resumen de los resultados. En el andiisis de varianza,
anétense las fuentes de variacién y los grades de libertad aseciades. Incliyanse las diversas pruebas
F que se planearen. Censidérese céme pueden utilizarse les resultades y preparense pesibles tablas
de resumen o graficas que muestren les efectes esperades. Cempérense estos resultades esperades
cen les ebjetives del experimente, a fin de verificar si el misme suministrara las respuestas buscadas.

A estas alturas es conveniente que todos estos puntos sean revisados por un estadistico, asi como
por uno o mas colegas. La revision realizada por otros puede revelar aspectos que pasaron
inadvertidos. Ciertas alteraciones o ajustes pueden enriquecer grandemente el experimento, asi como
posibilitar un aprovechamiento mas completo del trabajo que se va arealizar.

Conduccion del experimento. En la conduccién del experimento, apliquense procedimientos
libres de sesgos personales o favoritismos. Apliquese el disefio experimental para recabar dates, de
modo que las diferencias entre individuos o las diferencias asociadas con el orden de recoleccién
puedan ser removidas del error experimental. Evitese la fatiga en el acopio de datos. Vuélvanse a
comprobar inmediatamente las observaciones que parecen fuera de lugar. Organicese la recoleccion
de datos para facilitar el analisis y para evitar errores al recopiarlos. Si es necesario copiar ios datos,
compruébense inmediatamente los nimeros copiados con los originales.

Procedimiento para la experimentacion 19
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12. Andlisis de los datos e interpretacién de los resultados. Todos los datos deberan analizarse
tal como fueron planeados; los resultados se deberan interpretar a la luz de las condiciones
experimentales; se comprobara la hipétesis y debera definirse la relacion de los resultados con los
hechos previamente establecidos. Recuérdese que la estadistica no demuestra nada y que existe
siempre una probabilidad de que las conclusiones puedan ser erroneas. Por tanto, considérense las
consecuencias de tomar una decision incorrecta. Evitese llegar a una conclusion, aun cuando ésta
sea estadisticamente significativa, si la misma aparece fuera de lugar con respecto a hechos
previamente establecidos. En este caso, debe investigarse exhaustivamente el asunto.

13. Elaboracion de un completo, legible y correcto informe de la investigacién. No existen
resultados negativos. Sila hindtesis nula no se rechaza es una evidencia positiva <+ -.e pueden
no existir verdaderas diferencias entre los tratamientos sometidos a prueba. Nuevarr=:.'= recurrase a
los colegas y sométanse |as conclusiones al tamiz de sus opiniones.

Notese que la mayoria de los pasos anteriores no son estadisticos; sin embargo, el andlisis e:::a-listico-
i constituye una parte importante de la experimentacion. La ciencia estadistica ayuda al investigador a concebir
/] su experimento y a evaluar objetivamente los datos nu.néricos resultantes. Como experimentadores, muchos
' de nosotros tendremos el tiempo o !a tendencia a transformarnos en biometristas competentas; pero todos
podemos aprender y practicar las reglas basicas de la experimentacion:

1. Repeticion. Esta es la Gnica forma en que seremos capaces de medir la validez de nuestr.:s
conclusiones en un experimento.

2. Seleccidn aleatoria. El andlisis estadistico depende de la asignacion de tratamientos a las parcelas en
una forma aleatoria, puramente objetiva. -

3. Cooperacion. Basquese avuda cuando existan dudas acerca del disefio, la ejecucion o el anélisis de un

3 experimento. No se espera que seamos expertos estadisticos, pero debemos saber lo suficiente para

: entender los importantes principios de la experimentacion cientifica, para estar alertas a los engafios

mas comunes y solicitar cooperacidén cuando la necesitemos.

1 RESUMEN

El razonamiento que parte de un principio general hacia una conclusién especifica es un proceso ded-:ctivo. El

razonamiento inductivo llega a un principio general a partir de una conclusién particular. Los experimeiitos son
conducidos para suministrar hechos especificos a partir de los cuales se establecen las conclusiones generales o principios,
contemplando asi el razonamiento inductivo.
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La variabilidad es una caracteristica del material biolégico y plantea el problema de decidir si las diferencias entre
unidades experimentales se deben a la variabilidad no ponderada o a los efectos reales del tratamiento. La ciencia
estadistica ayuda a superar esta dificultad, requiriendo el acopio de datos para suministrar estimaciones imparciales de
los efectos del tratamiento y para evaluar las diferencias de tratamiento mediante pruebas de significacién basadas en
mediciones de la variabilidad no ponderada.

Tres importantes principios del disefio experimental son: la repeticién, la seleccibn aleatoria y el control local.

El Método cientifico contempla un proceso en flujo desde los hechos observados hasta la hipétesis para la
experimentacion, la cual suministra mas hechos que anularan, ampliardn o alteraran la hipétesis.

00000000000000000000000000000000

Un experimento bien concebido y disefiado deber ser lo mas simple posible, tener grandes posibilidades de alcanzar su.
e objetivo y evitar los errores tendenciosos y sistematicos. Sus conclusiones deberan poseer un amplio rango de validez, ¥
los datos recabados a partir del mismo deben estar sujetos al analisis a través de procedimientos estadisticos validos.

El procedimiento para la experimentacion contempla: definir un problema, establecer los objetivos, analizar el problema y
los objetivos, seleccionar los tratamientos, el material experimental, el disefio experimentsl, las unidades experimentales y
el numero de repeticiones, controlar los efectos entre unidades adyacentes, recabar datos y analizar, interpretar e informar
sobre los resultados.

20 Légica, investigacién y experimento
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ALGUNAS DEFINICIONES

En un experimento, la unidad a la que se aplican los tratamientos recibe el nombre de unidad experimental o
parcela. La unidad experimental puede constar de una sola hoja, un &rbol completo, un area de terreno que
contenga diversas plantas, un solo animal, diversos animales o todo un rebafio.

Una caracteristica medible de una unidad experimental se denomina variable. Una variable puede ser
discreta (discontinua), y tomar sélo valores especificos (por ejemplo, el nimero de plantas enfermas en cada
parcela), o continua, en cuyo caso toma cualquier valor entre ciertos limites (por ejemplo, la produccion de
grano de una parcela de cebada). Las mediciones individuales de una variable reciben el nombre de
elemento.

En el lenguaje estadistico, una poblacién es un conjunto de mediciones o computos de una Unica variable,
tomado sobre todos los individuos que se ha especificado pertenecen a la poblacion.

Una poblacién puede ser relativamente pequefia, como la produccién de granos por acre de todos los campos
de cebada de un area especifica en determinado afio; o grande, como las estaturas de todos los hombres
mayores de 20 afios en los Estados Unidos, o las cosechas que resultarian de todas las parcelas posibles de
una forma dada que podrian disponerse en un area experimental. Incluso una pequeiia poblacion suele
implicar la medicién de un gran namero de individuos o unidades experimentales. Podemos tener la poblacion
de una variable a partir de unidades experimentales individuales; una poblacion de medias de muestras de la
variable, o una poblacién de diferencias entre pares de medias de la muestra.

‘Una muestra es un conjunto de mediciones que constituye parte de una poblacién. A partir de la muestra
obtenemos informacién y hacemos inferencias acerca de una poblacién. Por esta razén, es importante que la
muestra sea representativa de la poblacién. Para obtener una muestra representativa utilizamos las técnicas
aleatorias de muestreo. Una muestra aleatoria es aquella en que cualquier medicién individual tiene tantas
probabilidades de ser incluida como cualquier otra.

: DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIA

Las poblaciones se describen mediante caracteristicas denominadas parametros. Los parametros son valores
fijos; por ejemplo, la media aritmética de todos los elementos de una poblacion es un parametro. Este solo
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tiene un valor, aunque raramente sepamos cuél es. Las muestras son descritas por las mismas Caracteristicas
pero cuando éstas se aplican a las muestras reciben el nombre de estadisticos. La media de una muestra es
un estadistico. Calculamos los estadisticos de las muestras para estimar los pardmetros de la poblacién.
Obviamente, los estadisticos varian de muestra a muestra.

Diferentes valores de una variable presentan distintas frecuencias de incidencia en la pablacién. Para
describir (caracterizar) convenientemente una poblacién se organizan los datos provenientes de una muestra
grande, mediante la construccién de una tabla de frecuencia, un histograma de frecuencia y un
poligono de frecuencia. En una tabla de frecuencia (tabla 2.1), los elementos son clasificados de acuerdo
con diversos intervalos de clase, en los cuales aquellos encajan. Los totales pueden entonces ser marcados
como frecuencias de ocurrencia para cada intervalo de clase y puede construirse un histograma de frecuencia
(véase figura 2.1). Conectando los puntos medios de los intervalos de clase obtendremos un poligono de
frecuzncia. *

Si fuésemos a marcar la frecuencia de !as cosechas de granc de diversas varas cuadradas de centeno, €l
porcentaje de crema de la leche de muchas vacas, el aumento de peso de diversos grupos de ovejas, el
numero de lesiones de escara por papa en un millar de papas o las lecturas refractométricas de diversas
cebollas, los gréaficos resultantes mostrarian diversas caracteristicas importantes en com(n. Todas las curvas
podrian ser acampanadas con su punto mas alto cercano al medio, representando la clase mas comun. Estas
podrian desviarse bastante simétricamente sobre cualquiara de sus lados hacia las clases raras, excepcionales,
en sus dos extremacs.

A partir de las distribucionzs de frecuencia, las probabilidades pueden calcularse para la ocurrencia de un
elemento de cualquier tamafio o rango de tamafio especificado. Quiz4 la distribucién de frecuencia mas
importanite en la teoria y practica de la estadistica sea la distrib ucién normal.

LA DISTRIBUCICN NORMAL

La mayoria de datos biol6gicos {y, de hecho, de diversos campos de aplicacidn), al ser graficados en una

curva de frecuencia, se asemejan bastante a una ecuacién matematicamente definida, denominada curva de
frecuencia normal. En la figura 2.1, una curva de frecuencia normal ha sido superpuesta a un histograma y a
un poligono de frecuencia de lecturas refractométricas de cebollas.

Las curvas de distribucién normal pueden diferir en cuanto a la posicién del punto medio (¢l punto de mayor
frecuencia) y a la dispersion de los datos, pero todas pueden ser descritas mediante sélo dos pardmetros: la
media y la desviacion estandar. La media es una medida de tendencia central, es decir, describe el punto
central alrededor del cualse sitdan los valores de la variable. La desviacién estandar es una medida de.
dispersion (o amplitud o variacién). Antes de analizar la distribucidn normal mas ampliamente, consideraremos
las medidas de tendencia central y de dispersidn. '

Medidas de tendencia central

La mas comin y usualmente la mejor medida de tendencia central es la media aritmética. Se utilizaran dos
simbolos para representar a la media aritmética (a partir de aqui, la llamaremos solamente media): la letra
griega p (Mu) para la media de una poblacién y X para la media de una muestra. Mu (1) es un parametro (una
caracteristica fija que rara vez conocemos) y X una variable; ésta varia de muestra a muestra de una misma
poblacién. La media es un estadistico.
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Tabla 2.1. Tabla de Frecuencia. Lecturas refractométricas en 10 0CO cebollas

Intervalos de clase Punto medio Tabulacién Frecuencia
6.8—- 7.2 7.0 A 10
7.3- 7.7 7.5 T M AT 101l 19
7.8- 8.2 8.0 60

10.8-11.2 11.0 1600
11.3-_-11.7 11.5 1700
14.3-14.7 14.5 65
14.8-15.2 15.0 50
15.3-15.7 15.5 1 1 1 L U 25
15.8-16.2 16.0 U i U 20
16.3-16.7 16.5 i U n 12

Numero de

bulbos (f)

/ Histograma de frecuencia
Poligono de frecuencia

1 | | 7&/
...
. b — Curva normal
1000
500
0

7 8 9 10 11 12

Lecturas refractométricas

Figura-2.1. Distribucién de frecuencia de lecturas refractométricas de 10 000 cebollas, y la curva teérica de la distribucion
normal.

200000000000000000000000000000000000000000000.




Tl ol e Tl L S S IS T T T TS

1

La media de una poblacion se define como:

donde X,, X,, etc., son los elementos de la poblacién y N es el nimero de elementos en la poblacién. Asi X
es el elemento N-ésimo de la poblacién. N

La media (z) puede definirse mediante una notacién abreviada, denominada notacién de sumatoria.

N
=X
.. BB I -
"N
En esta forma abreviada, la letra mayuscula griega X (sigma) indica que debemos sumar todos los valores de
X.. Los indices de la sumatoriai = 1 . . . N,irndican que los valores de X; van aesde el valor de X, hasta el de
Kos

"ii2sto que rara vez conocemos el valor de y lo estimamos a partir de la media de una muestra X, la cual se
azfine como sigue:

X

e

[ % B

2

donde la n del denominador representa el ndmero de elementos en la muestra. Cuando resuita evidente qué
<. »res de X han de Sumarse, la notacién suele reducirse a ::xi oinclusoa X X.

Frecuentemente deseamos representar la diferencia sitre un elemento (X) y una media (X). Tales desviaciones

se representan a menudo con la letra mindscula en tipe cursivo x, 0 y % = xi -Xyy= Yi — Y. También se
utilizan Y y Y para representar un elemento y la media de una muestra, respectivamente.

Una propiedad de la media consiste en que las sumas de sus desviaciones son iguales a cero; por ejemplo, en
la tabla 2.2:

3%
| (3+4+--'+I):£: 3 g/planta, y
n 5 5

Z(Xi_i)zzxi:(3~3)+'(4—3)+...+(1-3):0.

X=

Por otro lado, la suma de los cuadrados de las desviaciones de la media es minima; es decir, la suma de los
cuadrados de las desviaciones de cualquier otro valor resultara una larga suma de cuadrados.

Otras medidas de tendencia central que no utilizaremos en esta breve obra son: la mediana, o sea el valor

situado en el centro de los elementos cuando éstos son agrupados en orden de magnitud —si el nimero de
elementos es par, la mediana seré el promedio de los valores centrales— y la. moda, el valor de la ocurrencia
mas frecuente. En una distribucién normal, la media, la mediana y la moda son iguales.
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Tabla 2.2. Peso seco de cinco plantas.

g./ planta 3 X=3
X X=X (x-% S 3,5
S- .84
- ’ 3 0 0 Qv-: 52."1‘43’_1
LC 2z l ) 4 I ] %_T '\‘j_?_!j::ﬁ ]O?‘
5 2 4 %
— Lic= W.q6)
IX=15 ¥X=3 ZEx-0'=10
Leo s -3-2.226 (0200
LC I 037

Medidas de dispersion

La medida de dispersion mas comun, y la mejor para la mayoria de los propésitos, es la varianza o su raiz
cuadrada, la desviacion estandar. También aqui utlllzaremos dos simbolos para representarlas: o2 para la
varianza de una poblacion y s para la mejor estimacién de o? que puede ser obtenida a partir de una

muestra. Las raices cuadradas respectivas, oy s, representan la desviacién estandar de la poblacién y su
estimador.

La varianza de la poblacion se define como:
“w2
E {xl = Lt)
20—
g - —

N

conde N es el nimero de elementos en la poktlacién. La mejor estimacién de o a partir de una muestra
peqguefia (donde n es menor que 60), se define como sigue:

z(x. - Xy

donde n es el nimero de elementos en la muestra.
n—1 : :

Si conocemos el valor de & la mejor estimacién de o a partir de una muestra es:

(X, —w)
s’ =————, siendo n el nimero de elementos en la muestra.

Sin embargo, rara vez, si es gue ello es posible, conocemos el valor de x, de modo que en el numerador la
sustituimos por su estimador X. Ahora bien, mientras que X es el promedio igual a u, var:a de muestra a
muestra y rara vez es exactamente igual a u. Vimos en parrafos anteriores que (X. = X)* es menor que la
suma de cuadrados de las desviaciones de cualquier otro valor diferente de X. Por tanto si X no es
exactamente igual a ., F..(Xi = f)z es menor que F.()(i - ;1)2.

(X, - X)'

Esto significa que X) dara una estimacion demasiado pequefia de o°. De ahi resulta que la correccion

n
apropiada puede ser hecha mediante la utilizacion en el denominador de n—1, en vez de n. Es decir, en
promedio:
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El numerador, E.(J'(i - X)’, es una suma de cuadrados; en este caso la suma de los cuadrados de las
desviaciones de elementos individuales de sus medias.

Utilizaremos la pequefia muestra de la tabla 2.2 para ilustrar el calculo de s y s:

Bi%: = X)' 2 . .
§?= i X)=(3—3> 4 -3 +(5-3+(2-3+(0 -3
n-1 5 -1
_@ @D (D 041444144 10,

- 4 4 3

3

s = /2.5 =1.58 g /planta.

Para muestras pequefias sin decimales, en las que la media suele ser un nimero entero, s’ y s puecden
calcularse facilmente a partir de la formula de la definicién; pero para muestras grandes se cuenta con un
método abreviado que resulta de mas sencilla aplicacion, especialmente si se utiliza una calculacora. Es
posible demostrar que

B 2
PN =X) = ZX = (& por tanto, una férmula de trabajo conveniente para s? es:
n

gh=

2
\ (Z Xi)
Xt
n=1
El término del extremo derecho en el numerador recibe el nombre de término de correccion o factor de
2
(%)

correccién, y lo representaremos en esta obracomo C, C = . A la expresidn del denominador, (n--1),

n

se le llama grados de libertad (denotados gl) sobre los cuales esta basada la varianza; en este caso, uno menos
que el nimero de elementos en la muestra.

Aplicando esta formula a los datos de la tabla 2.2, obtenemos:

(3 + (&) + (57 + (27 + (1) = (3+4+55+2+1) 55—_(]%)
g2 = =

5-1 4

55— 45 10 .
= -_Z— = —= 2.5, como antes.

Otras medidas de dispersion son el rango y la desviacién media; pero éstas no serén estudiadas aqui, dada la
utilidad bastante mayor de s* y s.

La variabilidad entre las unidades experimentales de experimentos que involucran diferentes unidades de
medida y tamafios de parcelas, puede ser comparada a través de coeficientes de variabilidad. El coeficiente
de variabilidad expresa la desviacién estandar por unidad experimental, como un porcentaje de la media
general del experimento.

26 Algunos conceptos bdsicos

R e c——— < o ————




EN'= —s;— (100). Por ejemplo: si en un experimento con remolachas, la media de todas las parcelas fue de 30.5
X

toneladas por acre y la desviacién estandar por parcela fue de 1.18 toneladas por acre,

1.18
CV = —(100) = 3.9%.
30.5

En un experimento que involucra tratamientos de semillas de frijol de media luna, la media general es de 82.7
retofios por parcela, y s = 5.8 retofios por parcela; entonces

5.
CV = ——-E (100) = 7.0%.
82.7

La comparacién entre los dos CV muestra que existio 1.8 veces (_7_[2 mas variabilidad entre las parcelas
3.9

dentro de un tratamiento del experimento con el frijol de media luna.

Caracteristicas de la distribucién normal

Las distribuciones normales solo varian entre si con respecto a la media y/o la desviacion estandar. La media
determina la posicién de una curva sobre el eje horizontal (abscisa). La desviacién estandar determina el grado
de amplitud o dispersidn entre los elementos. La figura 2.2a muestra dos distribuciones normales con idénticas
desviaciones estandar, pero con medias distintas. Las dos distribuciones normales de la figura 2.2b contienen
idénticas medias, pero tienen diferentes desviaciones estandar.

Las areas bajo las curvas, limitadas por cualquier rango dado de valores sobre el eje de las X, corresponden al
porcentaje de elementos de la poblacion que caen dentro del rango designado de valores de X; por ejemplo: el
rango de valores de la media, mas o menos una unidad de desviacion estandar, contiene 68.27% de todos los
elementos de la poblacion. Un intervalode u + 1.960 contiene el 95% de los elementos, y 't 2.58 00 <
contiene el 99% de todos los elementos. Asi pues, suponiendo que la curva normal de la figura 2.1 sea la
verdadera distribucion de los datos relativos a las cebollas, que i = 11.25 y o = 1.40 si podemos tomar
aleatoriamente una cebolla de dicha poblacion habria un 95% de probabilidades de que su lectura

refractométrica se encontrara entre u + 1.96 (1.40), es decir, entre 8.51 y 13.99. Reciprocamente, habria un

5% de probabilidades de que su valor fuera menor que 8.51 o mayor que 13.99.

Afortunadamente, para determinar las probabilidades no es necesario construir una curva de frecuencia
normal para cada conjunto de datos. Cualquier curva normal puede ser convertida en una curva de
probabilidad estandar normal (figura 2.3), cambiando el eje de las Y en eje de probabilidades, expresando
cada frecuencia como una fraccion decimal de N, el nimero total de observaciones, y cambiando el eje de las
X en eje de las verdaderas unidades de medida para la desviacién estandar denominada z. Un valor z de
cualquier valor de X se calcula mediante la sustraccién de la media () v la divisién del resultado entre la

desviacion estandar (o). Por tanto, z :(X+“2_ Cuando X =y, z =0; y cuando X — p =0, z = 1. Asi pues, el

eje de las X de la curva de pr'obabilidad estandar normal se encuentra en términos de unidadeszcon u =0y
o= 1. El 4rea total bajo la curva es igual a 1y el area bajo la curva entre dos valores dados de z es igual al
porcentaje de la poblacién que se encuentra dentro de los valores prescritos de z. En la eleccién aleatoria de
un elemento de una distribucién normal y el calculo de su valor z, podriamos esperar obtener un valor z de
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Frecuencia (nGmero de elementos
para cada valor de X)

)

I}

?.

]
Valores de los elementos en la poblacion

Figura 2.2a. Distribuciones normales — desviaciones estédndar iguales, medias diferentes.

Frecuencia (nimero de elementos ﬂ
para cada valor de X)

Y

T

Valores de los elementos en ta poblacion

Figura 2.2b. Distribuciones normales — medias iguales, desviaciones estandar diferentes.
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1.96 0 mayor en sdlo el 2.56% de las veces, y un valor de — 1.96 o menor en sdlo el 2.5% de los casos.
En el 95% de las veces en que un elemento es sacado, su valor z se encontrara dentro del intervalo

+ 1.96 (figura 2.3)

En la mayoria de los libros destinados al estudio de la estadistica se incluye una tabla de areas bajo la curva
normal de probabilidad, correspondientes a valores de z. Dicha tabla no se incluye en este texto debido a que,
como se vera un poco mas adelante, otra distribucion, la t, resulta mas apropiada para las pequefias muestras
generalmente utilizadas en la investigacion agricola.

Carga de probabilidad normal estandar

b e i o i e i il i i i i

o
N
w
N

=3 _2\ -1

-1.96 1.96

rigura 2.3. La curva de probabilidad normal estdndar con valores z, que incluyen el 95% del 4rea. Los elementos de
XM
g

cualquier distribucién normal se convierten en valores z mediante: z = . La media de los valores z es igual a cero

yo=1.

MUESTREO A PARTIR DE UNA DISTRIBUCION NORMAL

El tipo de muestra con la cual usualmente trabajaremos consiste en una serie de parcelas o animales
sometidos a cierto tratamiento. El efecto del tratamiento se estima mediante el calculo de la media de la
muestra (X). Sabemos que las repeticiones del experimento (en efecto, obteniendo otras muestras) arrojaran
una serie de medias diferentes. Esto plantea entonces el problema de saber qué tan bien representado es el
verdadero efecto del tratamiento por una Gnica media. Un enfoque a este problema consiste en calcular
limites de confianza, un rango de valores, dentro de los cuales estara situada la verdadera media del efecto
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Poblacion
de medias
de muestras

Poblacion
de elementos
individuales

Muestra nim., 1 de n elementos

-

-

o a® se 00
|je o e o o |

Muestra nim. M de n elementos

>
Medias
X, - EX
b & e
K=Kz
Varianzas
- 2
- Z(Xi ;}l) . E(Yi _#)z
N ol = -
o= no’=
o? :i

Figura 2.4. Una poblacién de elementos individuales y una poblacién de medias generadas.por muestreos sucesivos, asi
como sus medidas, varianzas y relaciones importantes.

P 8
/ ?i n = 16 = nimero de cosechas a
g partir de las cuales se calcula XI.
A4 — ii n=4
5 b Xi {la poblacién de las
. cosechas disminuye)
0 1 1 | 1 !

7 Ibs. grano/cosecha
Figura 2.5. Distribuciones de frecuencia de poblaciones de medias, con variaciones en el tamafio de las
muestras, generadas por muestreos sucesivos tomados de la misma poblacién normalmente distribuida de la
produccién de cosechas de grano. Las distribuciones (todas normales) se van haciendo mas angostas vy altas

0.2

conforme aumenta el tamafio de la muestra de acuerdo con la relacién "zi =
n
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Si deseamos tener un 95% de confianza en que los limites incluiran a p, utilizamos z = + 1.96, puesto que un
valor z de esta magnitud o de mayor tamafio sélo sefia obtenido en un 5% de las veces en que una muestra

fuese sacada.

La distribucion t y los limites de confianza

En el muestreo esbozado en la figura 2.4, estdbamos interesados ep la distribucion de medias de muestras que
contenian una media (u;) igual a u y una varianza (t,:?) igual a Z_ _ Finalmente, convertimos dichas medias en
n

valores z a través de la relacién z = - _ Considérese ahora otra extraccion repetida de muestras de

g_
x

tamafio n de una poblacion de elementos normalmente distribuidos (figura 2.6), y el célculo de un nuevo

estadistico: t = Z‘_:_E . Notese que éste difiere de z sélo en el denominador. Para encontrar los valores z,
5%
dividimos la expresion del numerador entre el pardmetro o de la poblacion; pero para determinar los valores

t, la dividimos entre sz una estimacion de o3 calculada para cada muestra. Para cada muestra de la figura
2.6, calctlese X. s*. s_.Y t Luego, organicense los valores t en una distribucién de frecuencia.
L4 ’ X’

Pue&o que %% es una constante, la variacion de los valores z depende solamente de la variacion de X de
muestra a muestra, y se encuentra normalmente distribuida. Por otro lado, la variacidn en t depende tanto de
la variacién de X como de la variacién de S3 de muestra a muestra. Por ende, el estadistico t es mas variable
que z, y tiene una distribucién que no es normal, pero presenta pocos valores cerca del centro y un mayor
nimero de éstos hacia los extremos de la distribucidn. Esto se ilustra en la figura 2.7. Debido a esta diferencia
en la forma de una distribucién t en comparacién con una distribucién normal, el punto més alla del cual el
2.5% de los valores de t estar4 situado, se encuentra méas apartado de la media que en una distribucion

normal. En la figura 2.6, donde n = 5, el 5% de los valores de t seran iguales o mayores que * 2.776.Para
cualquier muestra aleatoria, se pueden calcular limites de confianza (LC) dentro de los cuales caera con una

X - o
S £ para ¢ y denominando a los dos valore
i -

confianza especifica. Esto se hace mediante la solucién de + t =

resultantes limites de confianza: LC = Xt s5 . Si deseamos tener un 95% de confianza en que LC contendra
a p multiplicamos sz por un valor tabular de t, dependiendo de los grados de libertad n — 1 y del nivel de
probabilidad de 5% (tabla A 2). Para una muestra donde n = 5, s; se multiplica por 2:776.

A modo de ilustracién, considérese la muestra de la tabla 2.2, donde n=35, X =3Y s*=2.5. Entonces

-y _55_ =0.707 Y LC ,, = 3 + 2.776(0.707) = 4.96 para 1.04 g/planta.
X .

En consecuencia, podemos decir con un 95% de confianza, que ¢ se encuentra dentro de este rango. Es
incorrecto afirmar que la probabilidad de que x se halle dentro de estos limites de confianza es del 95%,
puesto que, basado en los estadisticos de la muestra en particular, 4 se encontraré o no se encontraré en el
intervalo calculado. Podriamos haber extraido una muestra cuyos X y/o s? se desviaran suficientemente de p
y/o o* de modo queL C ,; no contuviera a u; sin embargo, la probabilidad de extraer tal muestra es de sélo un

5%.
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— (X, - il)’ £
Muestra. | — X . §, = ——————; 5= =
X, 5
: n=>5 5-1
Poblacién -
Muestra. 2
.
L]
L]
Elementos y
normalmente .
distribuidos .

Frecuencia
relativa

t valores en una distribucién M
de frecuencia

2.5%

-4 -3/ -2 0 1 2. N d oo
-2.776 2.776
X-¢ =
Limites de confianza. Resuélvase * t = —5—— para los limites de confianzade p : LC = X + ¢ S%-
X

Ejemplo: Tabla 2.2 donde n= 5, X = 3, s* = 2.5.
S-. /= _25.£ =0.707 g/ planta

3
LC o5 = X + 2.776 (0.707) = 4.96 a 1.04 g/ planta.

Figura 2.6. Generacién de la distribucion t para una muestra de medida 5 y célculo de los limites de confianza (véase
texto).

Para cada tamafio de muestra existe una distribucién t Gnica. Cuanto mayor es el tamafio de la muestra,
mayor sera la aproximacion de t al valor z normalmente distribuido. En el Gltimo renglén de la mayoria de las
tablas de valores de t para grados infinitos de libertad, + = z (tabla A 2).

Si la muestra que nos ocupa es grande, o sea, n > 60, entonces Sy suministra una estimacion suficientemsnite

X=p '
buena de 9% de modo que

se aproxima a una distribucién normal y brinda una estimacién apropiada de

z. Entonces LC = X # z s . Puesto que en la mayoria de las investigaciones agricolas las repeticiones (n) son,
por regla general, inferiores a 60, los valores z rara vez se utilizan.
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Distribucién t+ (n =5)

Distribucién normal (z)

-4 2 w3 ] 0 P & 3 zot

=-2776 L 6 e 1=2776

pdezyt=0;0dezyt=1

Figura 2.7. Distribucién de z comparada con la distribucién t con base en una muestra de medida 5. Confor-
me aumenta la medida de la muestra la distribucion t se aproxima a la distribuciéon normal z. (Valores de tyz
los cuales excluyen el 5% del area indicada debajo de cada curva.)

HIPOTESIS ESTADISTICAS Y
PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Una hipétesis estadistica es un supuesto referente a algiin parametro. La hipétesis nula se utiliza
frecuentemente. Para determinar si un tratamiento tuvo aigiin efecto, consideraremos a la hipétesis nula
como la ausencia de efectos. Procedemos entonces a verificar la probabilidad de que las medias, tan
divergentes como aquellas de nuestras muestras, pudieran ocurrir sélo por casualidad, si éstas fueran en
realidad muestras aleatorias de poblaciones normalmente distribuidas con medias y varianzas iguales. Si
nuestro analisis conduce a la conclusion de que podriamos esperar tales diferencias de medias bastante
frecuentemente por casualidad, no rechazamos la hipétesis nula y concluimos que no tenemos buenas
evidencias de un efecto real del tratamiento. Si el analisis indica que las diferencias observadas rara vez
podrian ocurrir en muestras aleatorias extraidas de poblaciones con medias y varianzas iguales, rechazamos la
hipétesis nula y concluimos que al menos un tratamiento tiene efectos reales. Se dice que al menos una de las
medias es significativamente diferente de las otras.

.
Si la probabilidad de que la variacion observada entre medias, que pudiera ocurrir por casualidad, es de un 5%
o menor, decimos que las medias son significativamente diferentes. Sila probabilidad de que la variacion
observada entre medias la cual pudiese esperarse que ocurriera por casualidad, es de 1% o menor, decimos
que las diferencias son altamente significativas.

El hecho de que la hipétesis nula no sea rechazada y que concluyamos que no existen diferencias significativas
entre las medias, no prueba que alguno de los tratamientos no produjo efectos. Siempre hay una probabilidad
definida de que existié un efecto real, pero que el experimento fue demasiado insensible para detectar la

diferencia en el nivel de probabilidad deseado.
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A estas alturas debemos entender que nada existe de magico acerca del nivel de significacion del 5%. Las
conclusiones que hagamos respecto a un experimento son nuestras propias conclusiones, no las del
estadistico, y deben estar basadas en algo mas que en la evidencia estadistica. La légica de las conclusiones
debe considerarse a la luz de lo que ya se conoce sobre el sujeto. Debemos evitar aceptar de inmediato un
resultado significativo si éste no tiene sentido a la luz de otros hechos conocidos. Siempre existe la
posibilidad de que nuestro resultado significativo haya ocurrido por casualidad y de que hayamos cometido
un error al rechazar la hipdtesis nula.

Considérense las consecuencias de una equivocacién. Si éstas son serias, como el estar equivocados al
recomendar un cambio que requeriria un gasto considerable para una utilidad incrementada relativamente
pequefia, podemos vacilar en cuanto al rechazo de la hipétesis nula con base en una Gnica prueba, aun

cuando los resultados sean significativos en el nivel del 5%. En tal situacion, pruebas adicionales son
claramente necesarias.

Por otro lado, si las consecuencias de una equivocacion no son serias, podemos rechazar la hipétesis nula,
aun cuando el andlisis estadistico indicara que podriamos esperar tal resultado por casualidad, con una
frecuencia de una entre 15 o incluso de una entre 10 oportunidades; por ejemplo, considérese la

verificacion de un nuevo y barato tratamiento de semillas, donde el anaiisis combinado de diversos
experimentos de campo resulta justamente insuficiente para ser significativo en el nivel del 5%. Ademés,
supongase que los resultados de diversos experimentos en invernaderos indicaron que el nuevo tratamiento
suministrd significativamente una mejor proteccion contra los agentes patdgenos mas importantes que atacan
a los retofios del cultivo en cuestion. En tal situacién, estaremos justificados para rechazar la hipétesis nula,
incluso hasta el punto de recomendar la practica a los agricultores, mientras procedemos a verificar més
ampliamente nuestras conclusiones en experimentos de campo adicionales.

La distribucién F

Una prueba F es una razdn entre dos varianzas y se utiliza para determinar si dos estimaciones de varianza
independientes pueden ser admitidas como estimaciones de la misma varianza. Esta razén fue denominada F
por George W. Snedecor, en honor del fallecido Ronald A. Fisher, pionero de la utilizacién de las estadisticas
matematicas en la agricultura. En el analisis de varianza, la prueba F se utiliza para verificar la igualdad de
medias, o sea, para responder a la pregunta: ;es razonablemente posible admitir que las medias del tratamiento
resultaron del muestreo de poblaciones con medias iguales? Esto puede ilustrarse con una descripcion de

cémo una porcion de la tabla de valores de F podria ser determinada. Considérese lo siguiente: de una
poblacién normalmente distribuida (figura 2.8), extraiganse 5 muestras (m = 5) de un namero especifico de
elementos; 9 por ejemplo (n = 9). Calcllense las medias de estas 5 muestras (X, . . . X, ). Estimese o? mediante
el calculo de s* para cada muestra:

9
gt X ()(,i - X,)*/(9-1); etc., para s% ... s%. SGmense estas estimaciones de o para obtener una
1 i=1

estimacion promedio (combinada): s* = (s?, +. .. s%)/5. Estimese ahora la varianza de las medias (a’i.) de
las medias de las 5 muestras:

(%, -%)'/5-1).

1

7]
»
1
M o«

2

A partir de s’i. estimese nuevamente o?, utilizando la relacion s* = n s 5

Calctlese la razén de varianza F, donde
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Poblacién \

" Muestral »n=9 X, s?, =}
Numero de muestras . . 9 -1
obtenidas simultaneamente

=5

Muestra 5 > n /=9, X, s

s2 _sht...+ 8%
® =
5
S o\
;(Xi - x) 2
gl el saie s s porque s’_ =S_
X x
s’@: n s’i =9 :'."'E
s - 4
F = = = —
o 5(9 -1 40
Frecuencia de ocurrencia
de valores de F
5%
|
1 F
2.61

Figura 2.8, La obtencidn sucesiva de 5 muestras de n = 9, a partir de una poblacién de elementos (Xy... X,)

normalmente distribuida, genera una distribucién F. Cinco

por ciento de los valores de F serén 2.61 o mayores (véase
texto).
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s?, calculado a partir de las medias de la muestra
s?, calculado por la combinacion de las varianzas de la muestra

F =

Los grados de libertad para el numerador son m — 1 = 4 (donde m es el nimero de muestras) y para el
denominador m{n — 1) = 5(8) = 40 (donde n es el nUmero de elementos en cada muestra). Supbngase ahora
que este procedimiento de muestreo se repite hasta que todos los conjuntos posibles de muestras hayan sido
extraidos y registrados, que las frecuencias para obtener valores de F de diversos tamafos se hayan registrado
y que la curva de frecuencia se haya trazado. F 2.61 es el valor més alla del cual se encuentra el 5% de los
valores calculados. Este es el valor para el nivel de 5% encontrado en una tabla de F para los grados de
libertad 4y 40 (tabla A3). Analogamente, los valores F pueden determinarse para otros tamarios de muestra,
nimeros de muestras y para otros niveles de probabilidad (2.5%), 1%, etc).

Puesto que ambas varianzas de la razén F son estimaciones de la misma varianza (o), ésta se acercaraa 1, a
menos que se haya extraido un conjunto poco usual de muestras. La distribucién F para el tamafio de muestra
que estamos considerando (m = 5, n = 9) se parecera al grafico de la figura 2.8. El 4rea bajo la curva representa
la frecuencia de obtencion de cualquier valor dado de F. Para cualquier extraccién especifica de un conjunto
de muestras dem = 5y n = 9 las probabilidades de que el valor calculado de F sea igual o mayor que 2.61 son
de un 5%. Por otro lado, existe un 95% de probabilidades de que cualquier extraccién dada de tal conjunto de
muestras producira un valor F menor que 2.61. Nétese que la prueba F es una prueba que persigue la unidad;
o0 sea, no estamos interesados en la probabilidad de que F sea igual a algan valor menor que 1.

Los anteriores experimentos hipotéticos de muestreo estan destinados a mostrar cémo las distribuciones ty F
pueden obtenerse mediante el muestreo de una poblacién de elementos normalmente distribuidos. Las tablas
de valores de t y F no se determinan mediante estos laboriosos procedimientos de muestreo, sino que se
calculan a partir de precisas y complicadas relaciones matematicas.

RESUMEN -

Unidad experimental (o parcela, para un area de terreno en el campo). Unidad de material experimental sobre la cual se \

aplica un tratamiento. ) s & = kiad
™ g T2 1 ¢ cf

00 [ - 2 ) [ T, L oL

VU A | 1, T5 | Wache scton

- o - . - . L .
Variable. Caracteristica medible de una unidad experimental.

—t (1

k) varlab kS ‘?_u

2 Vo -- x .

o (T 1 1) AT

| ~

.

Elemento. Medicion especifica de una variable.

7 on 2=25 4)umdod =\

Poblacién. Conjunto de mediciones de una variable, tomadas sobre todos los individuos que se encuentran en la

poblacién.
Muestra. Conjunto de mediciones (elementos) gue constituye una parte de la poblacién.

Parametro. Una caracteristica de la poblacién (la media, por ejemplo). Un parametro es un valor fijo que rara vez
conocemos. Los parametros son estimados a partir de las muestras. Por regla general, se representan con letras griegas

(1, o), etc.
Estadistico. Una caracteristica de una muestra; se utiliza con frecuencia para estimar un parametro. Generalmente se
representa can las letras (X, s), etc.

Distribucién normal. Curva matematicamente definida, en forma de campana, resultante de la marcacion de las
frecuencias de ocurrencia de valores de un elemento (eje de las Y) contra el rango de los valores del elemento (eje de las

X). Una distribucion normal se describe Gnicamente por su media y su desviacién estandar.
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La media de una poblacién de elementos individuales, p.
IX, ,
, #=-—, donde N es el nimero de individuos en la poblacion.
o

La estimacién de {4 a partir de una muestra, Xa

- X '

Xz — : donde n es el nimero de individuos en la muestra.

n
La varianza de una poblacién de elementos individuales, o°.
2
e E(X; - 1)
N

La desviacidn estdndar de una poblacién de elementos individuales, o .

o=y d?
La estimacién de 0” a partir de una muestra, s®.

_"':'“:‘: E & )
£ ESX. —R)‘ z)(zi = (EX')
= —— = (f6rmula de definicion) s? = —————0  (férmula de trabajo)

= n-1

Término de correccién utilizado en la férmula de trabajo C.

F.C (E%)

ot “n

&
T

p i -
Estimacion de ¢ a partir de una muestra s,

S:\f s?

Coeficiente de variacion, CV.

LY =~ (100)

o |

: * -fle- m4 ;
Curva normal estandar, Curva de frecuencia normal en la cual las frecuencias sobre el eje de las Y se encuentran en
términos de proporciones para el nimero total de observaciones, y la escala sobre el eje de las X esta dada en términos de

. ? . Lo s X -
las desviaciones a partir de la media en nimero de desviaciones estdndar denominada escala z. z = ot
o

_ Una poblacién de medias. Poblacion de todas las medias posibles(g} de un tamafio de muestra especifico (n), extraida

de una poblacién de individuos.
La media de una poblacién de medias p 5.

X
i

g = = u, donde M es el nimero de medias de la muestra.
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La varianza de una poblacion de medias, o°_.

Z(Ri - '“)2
= M

0,2

La desviacion estandar de una poblaciéon de medias, o error estandar, T

2

o— = O‘;

X
La relacion entre g2y a’)_(_

g'. = , donde n es el numero de elementos en cada media de la muestra (tamafio de la muestra).

La estimacion de 02? a partir de m muestras, s’?(_.

(%, - %)
stz ————————
X n =]
La estimacion de a’)_‘. a partir de una (nica muestra de tamarfio n.

X=X

g2 = =S
X nln=1) n

La estimacion de o? cuando 52; es conocido.
0? Zs*=n s’z , donde n es el nimero de elementos en cada muestra.

Limites de confianza de i, muestras grandes (n>60).

LC=X+:z o5, donde X es la media de la muestra grande, z es un valor tabular basado en el nivel de
probabilidad deseado y 75 se estima mediante s3, calculado a partir de la muestra.

Limites de confianza de p, muestras pequeiias.

3 g

o f =%

‘:—).X: \JT

LC=Xztts. _~
X

v

F, fla razon entre dos estimaciones de ¢

s?, calculo a partir de las medias de la muestra
s?, calculado por la combinacion de las varianzas de la muestra

F=

-
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Capitulo
N

"HI Analisis de varianza

Yy pruebas de
significacion

WNLh A ALY

Disponemos ahora de los conceptos estadisticos para entender el analisis de varianza; sin embargo, antes de
examinar experimentos complicados resultara ilustrativo ver cémo podemos utilizar los instrumentos que
hemos adquirido para analizar el caso mas sencillo de dos muestras (tratamientos).

EXPERIMENTO CON DOS MUESTRAS

Emplearemos los datos de la tabla 3.1 para ilustrar el procedimiento en el analisis de varianza.

Tabla 3.1. Cosechas (10?

Ib/acre) de las variedades de trigo A y B en parcelas a las cuales las variedades fueron asignadas
aleatoriamente.

%
2
Tratamientos Repeticiones Total -)?

e T = i 5 = _
an LA 19 14 15 17 20 85 7 =X,
B 23 19 19 21 18 100 0 =X
< : _— ——
\ 185 18.5=X

1. Estimese la varianza de la poblacién a partir de la cual cada muestra fue extraida.

oo XX o e s 0 - 17y _(QP 4. 4P 26 _
A n -1 -

=6.5
5= 1] 4
TR =Xy
G (Xs, Xa)=(23-20)=+...+(18—20)’:(3}2+---+(‘2)2:E:40
3 - . 8 5 = 1 4 4

4
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2. Suponiendo que s*, y s?_ estiman una varianza comun (o?), obténgase la mejor estimacién de dicha

varianza (s?) combinandos? x ¥ s’ Luego estimaremos o? en otra forma y asi designaremos la estimacion

- de o? basada en la variabilidad dentro de las muestras comos?, =(s*, + s?,)/2=(6.5 + 4.0)/2 = 5.25.
N\

uonabhae d \cas
Acn\o dolop MUCAR !

3. Asumiendo la hipétesis nula de que estas dos muestras son muestras aleatorias extraidas de la misma
poblacién y que, por tanto, ?Ay)_(ﬂ , estiman la media de la poblacién (i), estimese la varianza de medias
(0*3) a partir de las medias de las muestras Ay B.

ey
4 MGl
e o

R
. (X, - x)=_ (17 = 18.57+ (20 — 18.5)7 _ (=157 + (158 _
X m-1 2 -1 1

C (\' ¢
\ 2O -1
Yot c\n-“ . 5 ¢

e s

4.5 v

2
4. Nuevamente estimese o? utilizando la relacién s’_i = 5_ y resolviéndola para s*. Recuérdese que n es el

n
namero de elementos sobre los cuales esta basada cada media de la muestra. Denotaremos esta estimacion

Yad
Me

deo*comosgigzggjﬁif 5(4.5) = 22.5. e g gtell

Contamos ahora con dos estimaciones de o*: s*, basada en la variabilidad dentro de cada muestra, y s?,
basada en la variabilidad entre las muestras. Suponiendo que la hipétesis nula es verdadera, podriamos
esperar que s?, y s?, fuesen casi iguales, puesto que ambas son estimaciones de la misma varianza (o?).
Podemos determinar la probabilidad de obtener estimaciones divergentes de o* calculando una razén F y
confrontando el resultado en una tabla de valores F. Para calcular esta razon F, siempre colocamos la varianza
estimada a partir de las medias de la muestra (tratamiento) (s?,) en el numerador y la varianza estimada a peir

fo .
de elementos individuales, en el denominador. Entonces fajac{[m
e

Si los dos tratamientos (muestras) provienen de poblaciones que tienen medias diferentes, s*, contendra un |

componente que refleje esta diferencia y sera mayor que s?,. Para nuestro experimento,\F = %g— =4.29

El numerador, s?,, esta basado en un grado de libertad, puesto que existen dos medias de la muestra. El
denominador, s?,, esta basado en la combinacion de los grados de libertad dentro de cada muestra. Cada
muestra tiene 5 elementos; por tanto,4 gl, de modo que los grados de libertad paras? son4 + 4 = 8.

A partir de una tabla de valores F, obtenemos los valores de F que podriamos esperar con una probabilidad
especificada si la hipotesis nula fuese verdadera y nuestras medias de la muestra difirieran solo por casualidad.
Para 1y 8 grados de libertad (numerador y denominador), podriamos esperar un valor de F igual a 4290
mayor, con una probabilidad de aproximadamente un 7%. En otras palabras... si la verdadera diferencia entre
las medias es igual a cero (}lA ~ My TH3 =0), la probabilidad de obtener una estimaciéon de "y = 3 quintales por

acre es de aproximadamente 7%. Por regla general, no estamos dispuestos a apostar a que este
acontecimiento (el cual tiene un 7% de probabilidades de ocurrir) no ocurre; por tanto, seria imprudente
rechazar la hipétesis nula y concluir que la media de la variedad A es en realidad distinta de la media de la
variedad B. Por otro lado, una diferencia entre medias de variedades de 3 gl por acre, si es real, representa
" una considerable ganancia econémica. En consecuencia, debemos decidirnos por la evaluacién de las dos
variedades en experimentos adicionales.

42 Anélisis de varianza y pruebas de significacién




A

UV 00000000000000000000000000000000000000000000

UNA POBLACION DE DIFERENCIAS DE MEDIAS
Y LA PRUEBA t DE SIGNIFICACION
ESTADISTICA

Podemos también utilizar una prueba t para evaluar las posibilidades de que dos medias sean
significativamente diferentes. En primer lugar, necesitamos ver cémo una poblacién de diferencias de medias
es generada a partir de una poblacién de elementos normalmente distribuidos; en particular, necesitamos
saber como los parametros de esta nueva poblacién estan relacionados con los pardmetros de las poblaciones

originales y con las poblaciones de medias también originadas en la obtencién de la poblacién de diferencias
de medias.

Si a partir de dos poblaciones normalmente distribuidas, Xoo Xy, onn )gq v Y., Y, ... YN , extraemos todas

las posibles muestras de un tamafio dado y calculamos sus medias, tendremos dos poblaciones adicionales,

Xio X, oo X, v Yy, Yy, ... Y,,. Sitomamos ahora todos los posibles pares de medias y sustraemos luego
XN-Y,%-Y, .. X-Y,,% -V, ..

X, - YM_ gie X
diferencias de medias (véase la figura 3.1). Las siguientes relaciones entre las medias y las desviaciones

estandar de dichas poblaciones pueden demostrarse matematicamente, pero aqui sélo se estableceran. La
media de las diferencias de medias es igual a la diferencia entre las medias de las medias de la muestra a partir

« — Y,,, tendremos una quinta poblacién de

de las poblaciones Xy Y: 3 B gy = e Esta diferencia es también igual a la diferencia entre la media de la

poblacién Xy la poblacién Y:

RSz —Hy Ty —p. Si p, =u,,entonces ,ugzo.

La varianza de la poblacién de diferencias de medias es:

(4 —J—)2
2 (i ‘d

= que es igual a la suma de las varianzas de las respectivas medias. Por tanto:
d Q

o'g = c‘i- + ar’T . A partir de dos muestras, a’; se estima mediante s’d— de las varianzas de las medias de la

2
(3 2 2 2

X 4 S’y 2 S'x Sy
ysi:-=— , sjz — +—
n Y n n

X Y X ny

PR S | 2 2 =
muestra:s’y = s’y + s’ Puesto ques’; =

La raiz cuadrada de la varianza de las diferencias de medias suele denominarse error estandar de una
diferencia. Cominmente, en el analisis estadistico, una varianza se calcula a partir de otra.

Importantes relaciones entre varianzas que utilizaremos a menudo son:

2 - 2 X b

- — o - 2 —
FRT T Sd=egthefeii=—+—; ycuando nx =,y s, =s,,

2
hacemos n, =n  =ny s* =5’ =s*: por tanto: 8°% =2
n
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Cinco poblaciones

Elementos individuales Medias de muestras Diferencias de medias

Muestra ndm. 1,

elementos My

-

e s 8 s 8 o o o o =<|

elementos N

Y

: Medias
Hx Fy P ks ar
Fx - oy = Fx = H3 = "3
(Sip, =g, - p3=0)
Varianzas
2 2 T =)
o’ o g2 - oy = (4 - p3)
Q
: BRRE, 2 —azx U:Y C - USRS, 2 = - P 18 203
Ud—a~i+a;-—n:+n—— uando 0*, =0°, =0" vy ny = ny =n, entonces: 074 = n—
Y

Figura 3.1. Generacion de poblaciones de medias Y diferencias de medias, a partir de dos poblaciones de elementos

individuales y relaciones entre parametros (véase texto).
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Tratandose de una poblacién de diferencias de medias, la formula para determinar tes: t= .Para el

=
d

experimento de la tabla 3.1, deseamos conocer la probabilidad de que las muestras X A Y X, pudiesen haber

provenido de poblaciones con medias idénticas (u = ) Este planteamiento es anéfogo ai del analisis

anterior, donde nos referimos a las poblaciones X y Y; s6lo que ahora pasamos a denominarlas XA y XB .La

diferencia de medias de nuestras medias de la muestra es d = ‘>-(A = EB = 17 = 20 = 3(10%) libras por acre.

El error estandar de la diferencia es:

9= [ e \/__g :‘/£+4:/‘_°-,5_=\/—_2.10:1.449.

A 5 5 5

Asumiendo la hipétesis nula de que BaTHg o (.u; = 0), t se calcula como sigue:

d - .
sT 1.449

i
[-¥]

=

= 2.07.

A partir de la Tabla A.2, podemos determinar el valor absoluto minimo de t, que tiene un 5% de
probabilidades de ocurrir. Si suponemos que o?. = g? s buscaremos t basado en los grados de libertad
combinados dentro de las muestras, en este caso 4 + 4 = 8. El valor esperado de t para el nivel de probabilidad
de 5% es 2.306; por tanto, nuestro tratamiento nuevamente se juzga como no significativo. Nétese que

t* = F,(2.07)* = 4.285. Considerando los errores circundantes, éste es igual a nuestro F de 4.29, previamente
calculado.

Un punto que debe enfatizarse aqui es que el analisis del procedimiento de varianza y el calculo de un valor F
conducen a las mismas conclusiones que la prueba t. Los investigadores frecuentemente expresan la idea de
que existe algo Unico y mas poderoso respecto de la prueba t, en comparacion con la prueba F del analisis de
varianza. Las pruebas son equivalentes, a la vez que el analisis del proced|m|ento de varianza es, por regla
general, mas facil de llevar a cabo.

Un punto adicional debe establecerse con respecto a la utilizacién de una prueba t: esta prueba es apropiada
cuando o, # o, En este caso, la prueba F del analisis de varianza no es valida. Cuando o, £ a, ¥

n, =ng =n, el valor de t requerido para la significacién es paran -1 grados de libertad. En nuestro ejemplo,
n = 5, y el valor de t requerido en el nivel de 5% seria el valor tabular para 4 grados de libertad (g.l.) 0 2.776.
Cuando n, £a g €l valor de t requerido debe ser calculado como si estuviese en algan punto entre el valor

tabular de t para n—1lyng, - 1 grados de libertad. Cuando o, # oY N, £ ng el valor requerido de t es:

t = A *s donde t, Y tg son valores tabulares de tparan, — 1y ng — Tgrados de libertad.

X respectivamente.

Tenemos una estimacién de la diferencia de medias de la poblacién, a saber: )—( -T( = 3(10%) libras por acre,

y podemos desear calcular un intervalo de confianza dentro del cual se hallara la verdadera diferencia de
medias de la poblacion, a menos que las muestras que hayamos extraido sean muy poco comunes. Con una
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confianza del 95%, podemos afirmar que g3 se encuentra dentro del intervalo d £t sy. Por tanto, los

limites de confianza de 95% son
LC s =3 + 2.306 (1.449) = 3 + 3.34 = -0.34 para 6.34(10%) b por acre.

Nétese que este intervalo de confianza incluye el cero, lo cual es otra forma de mostrar que las medias de los
tratamientos A y B no son significativamente diferentes.

Diferencia significativa minima

La diferencia significativa minima (DSM) se estudiara con mayor amplitud en el capitulo 6, en la seccién
titulada Separacién de medias, pero debe mencionarse aqui, puesto que es una forma de la prueba t, objeto
de nuestra consideracion. La férmula para calcular la DSM entre dos medias es:DSM =t s3. En el caso de
experimentos que sblo contemplan dos tratamientos, no es necesario calcular la DSM, puestc que solamente
hay una diferencia de medias a considerar y una prueba F o t revelara si la diferencia es significativa.

METODOS PARA INCREMENTAR LA PRECISION

Dos expresiones, precision y exactitud, suelen emplearse como sindnimos, aunque en el lenguaje
estadistico tengan significados ligeramente distintos. Exactitud se refiere a la proximidad con que puede
hacerse una medicién en particular, mientras que precision se refiere a la magnitud de la diferencia entre dos
tratamientos que un experimento es capaz de detectar. Antes de estudiar las técnicas para lograr la precision
de los experimentos, consideraremos brevemente la exactitud en la recoleccién y recopilacion de datos.

Siempre que sea posible, los registros originales deben recabarse de modo que no sea necesario volver a
copiarlos. Si se esta utilizando un equipo de procesamiento electronico, el acopio de datos puede organizarse
de manera que las cifras originales se empleen para perforar la tarjeta de datos. Esto evita posibles errores en
el proceso de recopiado. Si las cifras deben ser trasladadas, habran de comprobarse inmediatamente.

En el momento en que los datos son recabados, deben examinarse en cuanto a las cifras fuera de lugar y
reexaminarse en su totalidad, para evitar posibles errores. Existe ya suficiente variacion inherente a los datos
biolégicos, sin permitir mayores deslices a consecuencia de errores humanos.

¢Con qué aproximacién deben tomarse las medidas?,;se pesa con una aproximacion de centésimas, décimas o

para todo un kilogramo? La exactitud espuria debe evitarse. Resulta innecesario registrar cifras no garantizadas
por la precision de un experimento. Cochran y Cox (A. 13) dan la siguiente guia general para el namero de
cifras significativas que deben ser retenidas: si el coeficiente de variabilidad se encuentra entre 0.4y 4%,

registrense los datos originales para cuatro cifras significativas; si el CV se encuentra entre 4y 40%, reténganse

tres cifras; y si el CV es mayor que un 40%, registrense s6lo dos cifras. Una regla mas precisa es la de que el
intervalo completo no debe exceder de un cuarto de la desviacién estandar por parcela. Si s es estimado en
12.50, entonces Y% (12.5) = 3.1; por tanto, registrense los datos para la unidad entera mas cercana. Si
s=2.5, % (2.5) = 0.6, registrese para una aproximacién de 0.1. Si's = 0.20, % (0.20) = 0.05, registrese para
una aproximacion de 0.01.

El instrumento utilizado para la ponderacién o mediciéon no necesita ser mas exacto de lo requerido por la
precision del experimento; por ejemplo, si se ha de medir una serie de pesos y ha de redondearse a la cantidad
mas cercana en kilogramos, las escalas utilizadas pueden expresarse en unidades completas de kilogramo en
vez de hacerlo en divisiones de tal unidad.
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La llamada regla de ingenieros es un buen ejemplo a seguir para el .mecz?n.ismo de redondear‘numeros. Esta
regla establece que el digito retenido debe redondearse hacia arriba si el dlg’ltt.) que ha de excluirse es mayor
que 5; sin embargo, si el digito siguiente al que ha de ser retenido es 5, el digito precedente debe redondearse
para hacerlo par si éste es impar y mantenerse como esta si el mismo es par; o sea, para redondear 21.55 con
una aproximacién de 0.1, obtendriamos 21.6; pero para redondear 21.45, obtendriamos 21.4.

En el analisis de varianza es mejor retener el nimero completo de cifras obtenidas a partir de la suma total de
cuadrados no corregida. Si los datos originales contienen una cifra decimal, la suma de cuadrados registrara
dos lugares decimales.

Evitense los digitos superfluos en la presentacién final de los resultados. Redondéense las medias de los
tratamientos a una décima del error estandar estimado de una media. Si 53 = 2.56, 0.1 (2.56) = 0.2, por

tanto, redondéense los tratamientos con una aproximacion de 0.1. Entonces, una media de 15.12 se presenta
como 15.1.

Cuanto mayor sea ia variabilidad entre parcelas igualmente tratadas, mayor sera el error asociado a la
diferencia entre dos medias, y menor seré la precisién del experimento para detectar diferencias debidas a los
tratamientos. El error estdndar de la diferencia entre dos medias disminuye cuando s decrece y n aumenta.

2
s3 = / 2s (donde n es el nimero de réplicas). Por tanto, los métodos para incrementar la precision de un
n

experimento son disefiados para disminuir la variabilidad no determinada por parcela o para aumentar el
namero efectivo de réplicas.

La precision puede mejorarse mediante: a) el incremento de las repeticiones, b) la cuidadosa seleccion de los
tratamientos, c) el refinamiento de la técnica, d) la seleccion del material experimental, e) la seleccién de la
unidad experimental, f) la toma de medidas adicionales, y g) el agrupamiento planeado de unidades
experimentales.

Incremento de repeticiones

La precision de un experimento siempre puede aumentarse mediante repeticiones adicionales, aunque el grado
de mejoramiento decrece rapidamente cuando el ndmero de repeticiones aumenta; por ejemplo, en
comparacién con un experimento con cuatro repeticiones, para duplicar el grado de precisién con el cual dos
medias pueden separarse se requieren 16 repeticiones. Esto se sigue del efecto que ejerce el nimero de
repeticiones (n) sobre la diferencia requerida para separar dos medias a un nivel de significacién dado,

2
NSD=t 2s? . Esto no es exactamente asi por que cuando n se incrementa, t se vuelve ligeramente menor
= g ,

aunque se encuentra lo suficientemente cercano para ser utilizado como una regla practica.

Por regla general, en la investigacion de campo y de cosechas de vegetales, se requieren entre cuatro y ocho
repeticiones para un grado de precision razonable. En la planeacion de un experimento debemos estar
razonablemente seguros de que seremos capaces de detectar una diferencia verdadera de la magnitud en la
cual estamos interesados. Si la probabilidad de que Ppodamos alcanzar nuestro objetivo con el nimero de
repeticiones que estamos dispuestos a emplear es reducida, y no existen otros medios razonables para mejorar
la precision, estariamos bien advertidos de no realizar el experimento; —o al menos para suspenderlo, hasta
que tengamos recursos suficientes para llevar a cabo el experimento en una forma que tenga buenas
probabilidades de alcanzar nuestro objetivo. La tabla 2.1, disefiada por Cochran y Cox (A. 13), es conveniente

para estimar el nimero de repeticiones requeridas para detectar una diferencia especifica.

Métodos para incrementar la precisién 47
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Seleccion de tratamientos

Una cuidadosa seleccion de tratamientos no sélo es importante para alcanzar los objetivos del
experimentador, sino que puede también incrementar la precision del experimento. Por ejemplo, en el

astudio de los efectos de un herbicida, fungicida, fertilizante o insecticida, resulta mas Gtil determinar co6mo
las unidades experimentales responden a dosis cada vez mayores de nuestro material experimental, que
decidir si dos dosis sucesivas son o no son significativamente diferentes. Por tanto, una serie de dosis
apropiadas haré posible la planificacion de pruebas de significacién que sean mas sen\sgles que la mera
comparacion de medias adyacentes en un conjunto. Se comentaré4 esto mas detalladamente en los capitulos 6
y 15. _ \

La utilizacién de experimentos factoriales, en los que dos o mas tipos de tratamientos son sometidos a prueba
simultaneamente, puede resultar en un considerable mejoramiento de la precision. Los experimentos
factoriales se analizaran en la proxima seccién, y con gran amplitud en el capitulo 6.

Refinamiento de la técnica

Una técnica defectuosa puede incrementar el error experimental y el sesgo sobre los efectos del tratamiento.
A su vez, una buena técnica debe perseguir los siguientes objetivos: a) tratamientos uniformemente aplicados,
b) trazado adecuado y mediciones insesgadas de los efectos del tratamiento, c) prevencion de errores
sistematicos, y d) control de las influencias externas, de modo que todos los tratamientos sean

comparablemente afectados.

Seleccion del material experimental

embargo, en la seleccion del material experimental debemos tener en mente la poblacion acerca de la cual
deseamos hacer inferencias. Es por ello'que en la mayoria de las investigaciones aplicadas a la agricultura,
resulta importante utilizar los tipos de material experimental que se emplearan en la produccion real.

Seleccion de la unidad experimental

El tamafio y la forma de la parcela afecta la precisién. Por regla general, la variabilidad disminuye con el
incremento del tamafio de la parcela, aunque una vez que cierto tamafio ha sido alcanzado, el incremento de
la precisién decrece rapidamente para tamafos mayores. En la determinacion de la produccién, usualmente se
registra una pequefia ganancia en precisién mediante el empleo de parcelas mayores que 0.1 acres; para la
mayoria de los cultivos, las areas cosechadas de 0.01 a 0.02 acres registran una buena precision. LeClergy
colaboradores (A. 13) han estudiado el tamafio y la forma de las parcelas de campo para diversos cultivos y
citan muchas referencias de utilidad. Las parcelas rectangulares son mas eficientes en la superacion de la
heterogeneidad del suelo cuando sus ejes de longitud estan dirigidos hacia la mayor variacion del suelo.

El nimero creciente de animales por unidad experimental también aumenta la precision; sin embargo, si los
animales pueden ser manipulados individualmente, la precision se vera mas incrementada mediante la
utilizacién de individuos como unidades experimentales teniendo un mayor nimero de repeticiones que
empleando el mismo nimero de animales con mas de uno por unidad experimental.
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Toma de medidas adiciohales

Una técnica conocida como analisis de covarianza puede utilizarse algunas veces para eliminar una
importante fuente de variacion entre las unidades experimentales. Los pesos iniciales del ganado empleado en
un experimento de alimentacién pueden utilizarse para eliminar dicho efecto sobre la tasa de aumento durante
cierto periodo de alimentacion. El anélisis de covarianza contempla considerables célculos; sin embargo no se
examinara en este libro. Si el lector estd interesado en esta técnica, puede recurrir a la obra de Snedecor
(A.13), Steele y Torry (A.13) o a otro texto completo sobre técnicas estadisticas.

Agrupamiento planeado de las unidades
experimentales

El agrupamiento planeado contempla la aplicacién del principio de disefio experimental llamado control local.
Mediante ciertas restricciones sobre la eleccion aleatoria de los tratamientos para unidades experimentales, es
posible eliminar ciertas fuentes de variacion, tales como cambios en la fertilidad del suelo a lo largo de un area
experimental, o diferencias en la capacidad de aumentar de peso asociadas con la edad y el peso de los
animales. La agrupacion en diversas formas de las unidades experimentales da lugar a varios disefios
experimentales. Las ventajas y desventajas de cada una de estas formas se analizaran para los disefios que se
presentaran en los capitulos subsecuentes.

EXPERIMENTOS FACTORIALES

En un experimento factorial, los efectos de dos o més factores se investigan en forma simultanea. Si se
sospecha que la conducta de un factor varia con los cambios de otro, dicha conducta puede probarse
mediante un conjunto factorial de tratamientos, planificado en un disefio experimental adecuado.

Cuando dos o més factores (cada uno debe estar en dos o mas niveles) se prueban en todas las
combinaciones posibles, se dice que los tratamientos resultantes son factoriales. Los efectos diferenciales de
un factor sobre otro reciben el nombre de interaccién. El descubrimiento de las interacciones amplia las
conclusiones de un experimento. El rango de validez del experimento se incrementa, lo cual es una
caracteristica deseable de un experimento bien planeado. Incluso si no se detectan interacciones, en los
experimentos factoriales los resultados son mé&s ampliamente aplicables, puesto que se ha demostrado que los
efectos principales de los tratamientos se mantienen para un rango méas grande de condiciones.

Ejemplos de combinaciones de factores en un experimento son: probar varios niveles de diferentes fertilizantes
del suelo; evaluar el efecto de una hormona sobre la capacidad de aumento de peso de la oveja macho y la de
la oveja hembra.

Un conjunto factorial de tratamientos se muestra en la tabla 3.2. Los nueve tratamientos son todas las
combinaciones posibles de tres niveles de dosificacion de un insecticida y tres niveles de dosificacién de un
fungicida, utilizados como tratamientos de semillas del frijol de media luna.

Tabla 3.2. Tratamientos de la semilla del frijol de media luna. Combinacién factorial de tres niveles de dosificacion de un
fungicida con tres niveles de dosificacién de un insecticida

Dosis de insecticida

Dosis de fungicida

l, (ninguna) 1 l,
Fo (ninguna) Fil Fol, Fol,
E, Fyly F,l, Pl
E, F.lo F.l, Fal,
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Este conjunto de tratamientos permite evaluar la contribucion relativa del fungicida y del insecticida para el
surgimiento de los retofios de frijol de media luna. Véase la tabla 3.3 para los promedios del tratamiento, y la
figura 3.2 para una presentaci6n gréfica de los resultados que muestran el significado de la interaccion.

Tabla 3.3. Efecto de los niveles de fungicida e insecticida en el tratamiento de la semilla sobre el surgimiento de los
retofios de frijol de media luna. Los valores presentados son retofios por cada 100 semillas

Fungicida Insecticida (onza por 100 Ib de semillas) Efecto promedio
(onza por 100 Ib de semillas) 0(1,) Y% () Y (1,) del fungicida

Insecticida x Fungicida (Medias)

0 (F,) 68 58 48 59
1% (F)) 94 93 90 92
2% (F,) 89 92 92 91

% Surgimiento

En la figura 3.2, nétese la disminucién del surgimiento al incrementar la dosis de insecticida cuando éste fue
utilizado sin el fungicida. Dicha disminuci6n no se registra cuando un fungicida se afiade al tratamiento de la
semilla. El efecto diferencial del insecticida, dependiendo de si un fungicida fue o no utilizado, es lo que
denominamos interaccién. Si una interaccién no se registra, la disposicién factorial multiplica el nimero de
repeticiones para probar los efectos promedio totales de los componentes del tratamiento. Notese que no
existe un apreciable efecto diferencial del insecticida en las dosis F, y F, del fungicida. En otras palabras, no
hay interaccién 1 x F con respecto a las dosis F, y F, del fungicida. En este caso, la mejor estimacién de los

100 ~
@ O A
4
@ Sin fungicida (F,)
_ O Dosis 1de fungicida (F,) -
80 - A Dosis 2 de fungicida (F,)
60
40 |-
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Dosis de insecticida
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Figura 3.2. Representacién grafica de los promedios de los tratamientos de la tabla 3.3.
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efectos de tales dosis la constituyen los promedios de las mismas sobre todos los niveles del insecticida. Los
promedios resultantes, F, = 92% y F, = 91% (tabla 3.3), estan basados en 3 x el nimero de repeticiones de un
tratamiento en particular. No se indica la superioridad de la dosis més elevada del fungicida.

Ocasionalmente, el lector habra leido acerca de disefios factoriales. Esta terminologia no es estrictamente
correcta; lo factorial es la combinacién de tratamientos, no el disefio.

EL ANALISIS DE VARIANZA Y EL DISENO
EXPERIMENTAL

La diferencia principal entre los disefios experimentales radica en la forma en que se agrupan o clasifican las
unidades experimentales. En todos los disefios las unidades experimentales se clasifican por tratamientos; pero
en algunos, éstos se clasifican preferentemente en bloques, filas, parcelas principales y otras modalidades. El
analisis de varianza utiliza las medias de dichos agrupamientos, denominadas fuente de variacién, para estimar
varianzas o méas precisamente cuadrados medios. Un cuadrado medio que estima la dispersién entre
mediciones de parcelas debidas a causas aleatorias también se calcula; ésta se denomina error experimental.
En ausencia de diferencias reales debidas a medias de los tratamientos, bloques u otras fuentes de variacién,
dichos cuadrados medios serdn, en promedio, iguales. Sélo esporadicamente un cuadrado medio se desviara
de otro de manera considerable, exclusivamente por casualidad. Cuando una prueba F indica que el cuadrado
medio de una de las fuentes de variacion es significativamente mayor que el cuadrado medio debido a efectos
aleatorios, decimos que existen diferencias reales entre las medias de aquella fuente particular de variacién;
empero, recuérdese: siempre existe una probabilidad definida de que estemos equivocados en semejante
conclusién. Esta en manos del experimentador seleccionar las probabilidades para las cuales se encuentra
dispuesto a concluir que existen efectos reales.

Es frecuente describir los resultados que cabria esperar con una probabilidad del 5% o menor como
significativos y a aguellos esperados con un 1% o menor como altamente significativos. Cuando un
experimentador aplica la frase “’los tratamientos son significativamente diferentes”, realmente est4 diciendo
que si la hipétesis nula es verdadera, las probabilidades de obtener tales diferencias de medias del tratamiento
son sdlo de un 5%. Esta afirmando que no hubo tal probabilidad de ocurrencia en su experimento y que, por
tanto, el resultado significativo se debid a un efecto real del tratamiento.

En los capitulos siguientes se explicaran las caracteristicas principales de los disefios experimentales
comuinmente utilizados en la investigacién de campo, se proporcionar& un ejemplo de cada uno y se daré a
conocer el procedimiento a seguir en el andlisis de los datos. Se utiliza el mismo conjunto de datos para los
primeros disefios: el disefio completamente aleatorio y el disefio de bloques completos al azar. Esto muestra
las posibles ventajas de un disefio sobre el otro, manteniendo la sencillez de los célculos, de modo que
podamos concentrarnos en lo que se esta haciendo y por qué.

RESUMEN

La significacién estadistica de una diferencia entre dos medias de la muestra puede verificarse mediante la razén F en un
analisis de varianza, o por medio de una prueba t . Ambas pruebas son estadisticamente equivalentes, t* = F. El anélisis
de varianza y la prueba F suelen ser més f4ciles de calcular.

El anélisis de varianza y el disefio experimental, 5
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Capitulo
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Diseno

I

aleatorio

WaLh A ALY

completamente

Este disefio es el més sencillo y se origina-por.la asignacién aleatoria de tratamientos a un conjunto-de-unidades
experimentales previamente determinado. Por regla general, éste no es el disefo més eficiente para ensayos

de campo con plantas, pero puede constituir la disposicion mas factible para verificar ciertos tipos de
tratamientos en animales.

En este disefio puede probarse cualquier nimero de tratamientos. Resulta deseable, aunque no esencial,
asignar el mismo numero de unidades experimentales a cada tratamiento.

Las principales ventajas del disefio son la sencillez y la flexibilidad. Una de sus desventajas consiste en que
alglin otro disefio suele ser capaz de estimar el error estandar por unidad experimental (error experimental) con
un mayor grado de precision.

MUESTREO ALEATORIO

Se puede asignar un nimero arbitrariamente a cada una de las unidades requeridas de parcelas de campo o de
animales que han de ser utilizadas en el experimento. El nimero o de unidades experimentales sera. |gﬁéia+“ -
numero de tratamientos.x.el.numero de repetlmoqes__Una tabla de numeros aleatorios resulta conveniente
para elegir a las unidades experimentales que recibira cada tratamiento. Si cada tratamiento ha de repetirse
cuatro veces, los primeros cuatro nimeros aleatorios obtenidos se asignaran al tratamiento A, los siguientes

cuatro nimeros aleatorios al tratamiento B, y asi sucesivamente.

Por ejemplo, deseamos probar tres tipos diferentes de hormonas, cada una en una dosis Gnica, para
determinar sus efectos sobre la capacidad de aumento de peso de las ovejas. Entonces, incluyendo el control,
tenemos cuatro tratamientos. Los 16 grupos de ovejas asignados al experimento se numeran del 1 al 16.
Aplicando la tabla de nimeros aleatorios (tabla A.1), empezamos arbitrariamente hacia abajo en las columnas
5y B, y registramos los primeros cuatro ndmeros que encontramos entre el 1y el 16. Estos son: 14, 13, 9y 8.
Estos grupos de ovejas se asignan al tratamiento A. Continuando hacia abajo por las columnas 5y 6, los
proximos cuatro grupos destinados a recibir el tratamiento B son: 12, 11, 6 (ahora nos desplazamos a las
columnas 6y 7, y realizamos la lectura) y 5. Después de que cuatro grupos hayan sido idénticamente
asignados al tratamiento C, los cuatro restantes se asignaran al tratamiento D.

ANALISIS DE VARIANZA

Los datos de este experimento estan organizados por tratamiento en la tabla 4.1.
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Tabla 4.1. Aumento de peso de ovejas agrupadas por tratamientos (libras por animal, por 100 dias).

\ Tratamiento
) L Tratamiento Repeticiones .
\‘ 0 = — — — Total (T') Media (X')
¢ A (control) Gl 47 52 62 51 212 53
A B Corncdale 50 54 67 57 228 - 57
\ ) CCheviod. 57 53 69 57 236 . 59
| N | D Meweos. 54 65 74 59 252 63
:\ \t Total principal = @28/ Media principal (X) =
i

: - . .=
Fuentes de variacion y grados de libertad

AC = (End" g g fed
7l

Se construye una tabla de anélisis de varianza (tabla 4.2) y se completan las dos primeras columnas. Existen
sblo dos fuentes de variacion en el disefio completamente aleatorio: entre unidades experimentales dentro
de un tratamiento, la cual denominamos error experimental, y aquella entre medias del tratamiento.

Tabla 4.2. Anélisis de varianza. et
Grados de Suma de Cuadrado F F requerido
Fuente de variacion libertad cuadrados medio Observado :
(gl) (sc) (cm) 5% . 1%
s 7, O E
gy o R —~—~& 15
Total 15) 854 — O, 522
Tratamientos 3 208 69.3 Y c—1.29 s
Error 12 646 5387 g i
b X
[ (' }-'. 1! 649 ’53
. & +f o t(‘l e
& /4 = 5‘:\.5\ : iz C-—“*A = 4‘—“! 5 __.-—:-' i -«:—._-._j-_b
“ol‘ ey GA mr hf crrel G el J I e i
Los grados de Ilbertah son uno menos que el nimero de observaciones para cada fuente de variacion: existen

cuatro tratamientos y, por tanto, 3 gl; hay cuatro unidades experimentales por tratamiento, en consecuencia,
3 gl para cada tratamiento x 4 tratamientos, arroja un total de 12 gl para el erroriLos grados de libertad
asociados con la variabilidad total del experimento son uno menos que el nimero total de unidades
experimentales: 161 =15 gl. Nétese que los grados de libertad asociados con las fuentes de variacion son
aditivos. Esto facilita la determinacion de los gl para el error, mediante la sustraccion del gl para el total:
15-3=12

Para facilitar el calculo de los gl y las sumas de cuadrados para el error, situamos la variacion total en primer
lugar en la tabla de anélisis de varianza, pero calculamos su suma de cuadrados despues de que se han
determinado todas las demas sumas de cuadrados, excepto el error. 7 Luod

/7 ‘1m] /1 ?%j ‘menoy \zj H /qt'lf)f' No hn-l’ A

Término de correccién (C)

c=EX_ (928) _ 53894

rn 4(4)
54 i Disefio completamente aleatorio
b R ,‘\.__'Ln e eoNudi¢ ( AN X e | e dadeey,
C\‘ 00 ey '-.‘-\\ en ¢ :—\--.\’9 ) ;) A0 : R b5 ; R
: J ! : ; r i', fcor / % "//_’_.. r fC




Nota: r = numero de repeticiones, n = nimero de tratamientos. Si el numero de repeticiones no es el mismo
para todos los tratamientos, el divisor correcto es Zr,. Si, por ejemplo, la primera repeticién del tratamiento A
de la tabla 4.1 estuviese ausente, el término de correccion seria:

(£X)? @81 -

-3+4+4+4 X 15

v

Sumas de cuadrados y cuadrados medios

(T,
Tratamiento. SCT y CMT. SCT:-—r—— - C,donde T, = totales del tratamiento y r = nimero de

repeticiones en cada tratamiento. Cuando el nimero de repeticiones no es el mismo para todos los
tratamientos, el cuadrado de un total debe ser dividido entre el nimero de repeticiones, obteniéndose dicho

Ty
total antes de efectuar la suma. Entonces, SCT =X -G
r

(212)* + (228)* +. . . + (2527 e
SCT= - C=54032 — 53824 = 208
4

La SCT se anota en la tabla 4.2. El cuadrado medio para el tratamiento (CMT) se obtiene dividiendo la SCT
entre el gi para el tratamiento: _

CMT = SCT/gl(T) = 208/3 = 69.3 lo cual se anota en la tabla 4.2

Total. SC. No necesitamos un CM para el total, puesto que éste contiene varianzas para todas las fuentes de
variacion:

SC=3(X)? = C=(47)2 + (502 + . . . + (59)* = C= 54678 - 53824 = 854,

@
ol n

Error. SCE,CME ¢ ¢
&G
5 5Y

SCE=SC- SCT =854 - 208 = 646

SME = SCE/ gl (E) = 646/12 = 53.8

Nota: cualquier suma de cuadrados puede calcularse a partir de los totales mediante la siguiente férmula:

T} (EXQ’
Suma de cuadrados = 5, g_'z_ - '/_ donde las T. representan una serie de totales de elementos; las r; &l
r. r. '
1 1
namero de elementos que completan cada total, y las )(i son los elementos que completan los totales. Si
2T EX)
r es el mismo para todos los totales, entonces SC=—— -
r m

donde n = ndmero de totales. La mayoria

de los estudiantes suelen equivocarse al decidir sobre el divisor para el primer término a continuacién del signo
=.Si un experimento tiene seis tratamientos, cada uno con cinco repeticiones, y ha de calcularse una suma de
cuadrados para los tratamientos, existirdn seis totales para elevar al cuadrado en el numerador del primer
término, pero el divisor, r, sera igual a cinco, puesto que cada total esté constituido por cinco
elementos.
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(N O, NH NO CO(NH ) Ca(NO,);  NaNO,
y Comparacién (1486 ; 188.9//) 183.?‘-’5) 182.2 ’f_'_\j
SinNyconN &~ —I -1 -1 -1 ~—
N or‘/"gélrﬁ’é:o y N inorgénico 0 =1, -1 +4 -1 -1
NH,=N vs NO,—N 0 +1 +1 0 -1 -1
; :'Vr.'/ J.‘ i
k. vas NH,NO, 4 0 Ex -1 0 0 0
| CalNOy), vs NaNO, @b 0 0 0 0 1 =
s /ou Lz G
Y

R

Tabla 7.3. éeparacién ortogonal de los tratamientos de la tabla 72

Fuente de variacién TN F Fiteaand
gl (sC / e observado 5% 1%
Tratamientos 5. 1?3“5‘.“77,/ 37.154  24.56 2.71 4.10
Sin N'y con N~ 1 180.200  180.200  119.10 4.35 8.10
N organicoy N inofganico 1 3.816 3.816 2.52 |
N de amonio y N de nitrato 1 0.202 0.202 0.13
;(ﬁﬁ)goﬁ‘ vs NH.NO, 1 1.334 1.334 0.88
NaNO, vs CaNO, 1 0213 0213  0.14
Error ' 20 30.25 1.513

Tabla 7.4. Coeficientes de tratamiento para verificar la ortogonalidad de las comparaciones.

@ <, Iratamlentos y totales del. tratamtemo

Las sumas de cuadrados pueden calcularse a partir de los totales del tratamiento como sigue:

6 30 36

-~ o

e (148.6)2 (186.1 +...+182.2)* (1071.7)* =
'S S%inNyconN = + —_—

=36 80.327 + 28 403.787 -31903.914 =180.200

Cuando la comparacién involucra un solo grado de libertad, el método més corto para calcularlas, utilizando

o= EET))

los polinomios ortogonales de la tabla 7.4, es: S "o ,)

/_::::"'

Por tanto:

[5(148. 6) -186.1 - 182.1 - 188.9 - 183.8 - 182.2)? _(=180.7)?

' i = = =180.2
SC SinNyconN = 5(30) 180 180.200
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Columnas SCC =2(_;l - C donde n = namero de parcelas en cada columna.

_(183.6)" + . . . +(178.8)?

3 - 31 903.91 =33.67

CMC=sCC/gl(C) =33.67/5=6.734

2(Ty)? ;
Tratamientos. SCT =‘—( . C, donde r = nimero de repeticiones de cada tratamiento.
r

(148.6)* +. .. +(182.2)?

= 5 - 31903.91 = 185.77

CMT = SCT/gl(T) =185.77/5 = 37.154

Total. SC=2(X)* —C=[(28.2)*+(32.1)* +. .. +(27.4)* + (29.1)2] - 31 903.91
=32185.79 - 31 903.91 = 281.88
Error. SCE = SC = SCH - SCC - SCT =281.88 - 32.19 - 33.67 - 185.77 = 30.25

CME = SCE/gl(E) =30.25/20 = 1.513

VALORES F

F(hileras) # CMH/CME = 6.438/1.513 =4.26

F (columnas) = CMC/CME = 6.734/1.513 = 4.45
F (tratamientos) = CMT/CME = 37.154/1.513 = 24.56

—

Las tres razones F estan basadas en 5 y 20 grados de libertad. Los valores requeridos para la significacién
estadistica se obtienen a partir de la tabla A.3 y se anotan en la tabla de anélisis de varianza. Las tres fuentes
de variacion se clasifican como altamente significativas. Por ello concluimos que existen diferencias reales
tanto entre hileras y columnas, como entre tratamientos. )

SEPARACION DE MEDIAS

Al planificar el experimento con remolacha de azicar, disefiado para evaluar los efectos de diferentes fuentes
de nitrégeno, el investigador formulé diversas preguntas que podran ser contestadas mediante la separacién
de la suma de cuadrados de tratamientos en el conjunto ortogonal de comparaciones indicado en la tabla 7.3.

Los procedimientos para probar la ortogonalidad de las comparaciones y para completar la tabla 7.3 se
muestran en la tabla 7.4.

Notese que la suma de todas las hileras es igual a cero, que la suma de los productos de los coeficientes

correspondientes de dos comparaciones cualesquiera es igual a cero y que, por tanto, las comparaciones de
tratamientos son ortogunales.

Separacién de medias : : 83




T A AR A

- Tabla 7.1. Producciones agrupadas por tratamiento e hilera,

| 1 Hilera Total del Media del
T | 1 I Y \ VI tratamiento (T,) tratamiento

Sin nitrogeno  F !'.28.2" 248 217 267 258 214 | 1486 o 248"

(NH.),S0, A 21 06 319 M4 303 08 181y 31.0
NH.NO, 8 331 25 301 288 2299 307 | 1821 30.4
CO(NH,)I/ C 324 2.4 30.8 -33.1 33.5 29.7 188.9 . 31.5
Ca(NO,),” b 291 330 306 314 23 274 | 1838 30.6
NaNO, E £ 311 31‘.0 28.8 31.9 30.3 29.1 | 182.2 30.4
=~

Total de la hilera (T,) 186.0 -~ 178.3 . 1739 182.3 182.1 169.1 7 ‘1071.7(2)() X=29.8

— 7

/.

1 Cada uno de los materiales se aplica para suministrar 100 libras de N por acre.

Tabla 7.2. Anélisis de varianza, ensayo con una fuente de nitrégeno para la remolacha de azucar.

Grados de Suma de Cuadrado F
Fuente de variacion libertad  cuadrados medio F requerido
gt — (56 CM < observado 5% 1%
Total jae . f35) [ @88 )/ :

Hileras ~ 5 32,1947 6.438 4.26 2.71 4.10
Columnas ’ 5 33.67 6.724 4.45
Tratamientos 5 185.77 ~ 37.154 24.56
Error 20 - 30.25 1513, —

Término de correccion

C = (SX)*/r? = (1071.7)7/6(6) = 31 903.91

Sumas de cuadrados y cuadrados medios

2 3
Hileras. SCH :E‘l’) -C= (186.0)* + '6' .+ (169.107 31903.91 = 32.19, donde n = numero de parcelas
n

en cada hilera.

cMH = SCH/gl (R) = 32.19/5 = 6.438

Diseno en cuadro latino
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MUESTREO ALEATORIO

Empecemos con un cuadro latino cualquiera (sistematico o aleatorio) con el nimero de tratamientos requerido
para nuestro experimento; por ejemplo, deseamos asignar aleatoriamente seis tratamientos, A, B, C, D, Ey F.
Empezamos con el cuadro latino que aparece a continuacién (figura 7.4); recurrimos a una tabla de ndmeros
aleatorios (tabla A.1), escogemos un lugar arbitrario para comenzar (hilera 5) y continuamos alo largo y de
regreso (sobre la hilera 6), asignando los ndmeros 1, 3, 5, 4, 2 y 6 a las hileras 1 a la 6. Continuando a lo largo

de la hilera 6 de la tabla de nimeros aleatorios y de regreso (de derecha a izquierda) sobre la hilera 7,
asignamos los nimeros 4, 2, 5, 1, 3, 6 a las columnas

Columnas

—
o~

Hilera

||| —

Mg >|N|o| &
Ol@>mmio| o
TDIOMMO|>|(mM]| »
>MO o (O]
O0|m(m|n|>»
Mi> MO |m|0

Figura 7.4. Procedimiento para la reordenacién aleatoria de un cuadro latino de 6 x 6. Las hileras y columnas han de ser
reordenadas aleatoriamente en el orden indicado por una tabla de nimeros aleatorios. .

El nuevo cuadro latino se completa ahora como en la figura 7.1 mediante la reordenacion de las hileras y
columnas del cuadro original (figura 7.4), como se indico con los ndmeros aleatorios.

ANALISIS DE VARIANZA

Analizaremos aqui los datos de la remolacha de azlcar contenidos en la figura 7.1. Los tratamientos fueron las
cuatro fuentes de nitrogeno y un control, como se muestra en la tabla 7.1, donde las producciones de las
parcelas se organizan en tratamientos e hileras. Los totales de las columnas se obtienen medianta la suma de
las columnas, en la figura 7.1. Aparecen en la parte inferior de la tabla YA

Los totales de las columnas (suma de las columnas de la figura 7.1) son: 183.6, 173.3, 169.7, 179.5, 186.9,
178.7.

El analisis de varianza se presenta en la tabla 7.2,

y el procedimiento para completar el analisis aparece a
continuacién de la misma.

Fuentes de variacion y grados de libertad

Los datos se clasifican en tres formas: hileras, columnas y tratamientos. La variacion debida a cada uno de
€stos componentes es medida y sustraida del total para obtener el error experimental. Los grados de libertad
son, como es usual, el nimero de observaciones asociadas con cada fuente de variacion, menos uno. Los
grados de libertad para el error pueden obtenerse por sustraccién (35 — 5 — 5 - 3 = 20) o multiplicando
(n = 1) (n = 2) donde n = nimero de tratamientos, (6 - 1)(6 - 2) = 5x 4 = 20.

Anélisis de varianza
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Columna

Hilera | 1l 1" v \" Vi
F D A B E C

| 28.2 2.1 32.1 33.1 31.1 32.4
E B G F D A

I 31.0 29.5 2.4 24.8 33.0 30.6
D E F & A B

I 30.6 28.8 2.7 30.8 31.9 30.1
C A B D F E

v 331 30.4 28.8 31.4 26.7 31.9
[ B\ F e A C D

\" 29.9 25.8 30.3 30.3 33.5 32.3
A C D E B F

Vi 30.8 29.7 Z7.4 29.1 30.7 21.4

Figura 7.1.‘Euadro latino de seis por seis. |Las letras indican los tratamientos de la tabla 7.1. Las variables representan
cosechas de a de azucar, oneladas por acre.

Blogues

o o 1w
|

|
CB pPpA JADE!:D:A&

I

12344 3 21123 44321

Figura 7.2. Cuadro latino con cuatro tratamientos de semilla (A, B, C y D) asignados a las unidades sembradoras 1, 2, 3y
4. Las flechas indican la direccion del movimiento de la plantadora. Las fuentes de variacién y los grados de libertad son:
blogues = 3; unidades plantadoras = 3; tratamiento de semilla = 3; error = 6.

Columna (operadores)

I Il i

Hilera | B A C
(periodos) I C B

I A C B

v B C A

A C A B

Vi A B C

Figura 7.3. Tres tratamientos en un cuadro latino doble. Las fuentes de variacién y los grados de libertad son: hileras = 5;
columnas = 2: tratamientos = 2; error = 8, Los tratamientos (A, B y C) son tres diferentes calculadoras de mesa.
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Capitulo
\

Diseno de cuadro

I

A O

latino

En este disefio, la distribucién aleatoria de los tratamientos se restringe mas ampliamente mediante la
agrupacion de los mismos, tanto en columnas como en hileras (bloques). Asi pues resulta posible eliminar la
variabilidad del error experimental asociada con ambos efectos. Cada tratamiento ocurre el mismo nimero de
veces (usualmente una vez) en cada hilera y columna. Este disefio proporcionara una comparacion mas

precisa de los efectos del tratamiento que la suministrada por el disefio de bloques al azar sélo en caso de que
exista una variacion apreciable asociada con las columnas.

Las hileras y columnas pueden referirse a la distribucion espaciai de las unidades experimentales o al orden en
el cual los trata nientos se realizan; por ejemplo, en la figura 7.1 las hileras y columnas se refieren a la

disposicion fisica de las parcelas de remolacha de aztcar. En la figura 7.3, los tratamientos A, B y C son tres
diferentes modelos de calculadoras de mesa por probarse; las columnas son tres operadores diferentes y las
hileras son las seis distintas oportunidades en que los tres operadores prueban la maqguina. Cada operador
prueba cada méaquina en dos oportunidades, y !as tres maquinas en su totalidad son probadas en cada
periodo. De ahi que los efectos del periodo v de los operadores sean fuentes de variacién medibles,

independientes de las maquinas, y que puedan eliminarse de la variabilidad total del experimento, reduciendo
el error experimental.

Un cuadro latino requiere al menos tantas repeticiones como tratamientos existan; por tanto no resulta
practico para experimentos con un gran nimero de tratamientos. Los cuadros latinos mas comlUnmente
utilizados son aquellos que tienen entre cuatro y ocho tratamientos, con una sola unidad experimental por
tratamiento en cada columna e hilera. La figura 7.1 ilustra una disposicién de cuadro latino de parcelas de
remolacha de azdcar, para recibir seis diferentes tratamientos con fertilizantes.

Hay ocasiones en que un cuadro latino puede ser ventajoso, incluso cuando las parcelas forman una linea
continua. Considérese, por ejemplo, un experimento disefiado para probar cuatro tratamientos de semillas
donde las parcelas individuales han de ser hileras particulares a lo largo del 4rea experimental. Debe utilizarse
una sembradora con cuatro unidades plantadoras. Las unidades plantadoras pueden diferir en cuanto a la
proporcion de siembra. Para eliminar el efecto de la plantadora, cada tratamiento de semilla puede asignarse a
una unidad sembradora diferente en cada uno de los cuatro blogues, de modo que cada tratamiento es
sembrado el mismo nimero de veces por cada unidad de siembra, como en la figura 7.2.

Cuando el nimero de tratamientos se reduce y existen buenas razones para creer que se registrara un
apreciable efecto de columna, la variacién puede eliminarse en dos direcciones mediante la utilizacion de dos
cuadros latinos (con asignaciones aleatorias independientes), como en la figura 7.3.
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RESUMEN

El problema de decidir qué medias del tratamiento son significativament~ diferentes recibe el nombre de separacién de
medias. Existen tres enfoques generales para la separacién de medias: la aplicacién de las diferencias significativas
minimas; la utilizacién de las pruebas de rango miltiple, y las pruebas F planeadas.

La diferencia significativa minima se calcula como sigue:

CME
DSM =t i_) donde t es un valor tabulado elegido para los grados de libertad del error y el nivel de

r significacién deseado, CME = cuadrado medio para el error, y r = nimero de

elementos sobre los cuales se basan las medias que se van a separar. Para separar dos medias basadas en un nimero
desigual de observaciones, aplicamos la férmula siguiente:

DSM= ¢

La prueba de rango multiple de Duncan es la més popular entre un grupo de pruebas de rango disponibles; se calcula
como DSMn = R (DSM), donde R = valor tabular para grados de libertad del error, nivel de significacién y distancia de
separacién entre dos medias en un arreglo de medias de tratamientos. DSM es la diferencia significativa minima.

Por regla general, las pruebas F planeadas ofrecen el procedimiento mas preciso para la separacion de medias. Estas
pruebas pueden formular y responder a tantas preguntas independientes como grados de libertad existan para los
tratamientos. Las preguntas deben planearse antes de que se realice el experimento.

-

La suma de cuadrados para un solo grado de libertad puede calcularse a partir de un conjunto de coeficientes Cuya suma
es igual a cero, mediante la férmula:

3.
[ ( )J donde c, es el conjunto de coeficientes, T,. es el conjunto de totales del tratamiento, y r es el
’
,-(E g ) niimero de elementos que integran cada T

Jos comparaciones son ortogonales (independientes) si los productos de los coeficientes correspondientes arrojan, al ser
sumados, un total igual a cero.

Si se efectlan tantas comparaciones ortogonales como grados de libertad existan para los tratamientos, sus sumas de
cuadrados se adicionarén a la suma de cuadrados para los tratamientos.

Los coeficientes para medir tendencias pueden obtenerse de la tabla A. 11, si los niveles de tratamiento estan igualmente
espaciados.

Rasumen 7
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Las comparaciones indican una disminucién lineal altamente significativa en la germinacién a medida que
aumenta la dosis de insecticida en el caso en que no son tratadas con el fungicida; no hubo una respuesta de
tendencia significativa cuando se empleé fungicida.

El paso final consiste en calcular una funcion lineal dosis-respuesta de cuadrados minimos para el efecto de los
tratamientos de semilla con insecticida, en ausencia del tratamiento con fungicida. Siguiendo el método del

capitulo 15, ?l_ =Y + (K,P,) X", donde C(L = germinacién estimada/ 100 semillas; Y = germinacién media a
partir de las dosis de insecticida F ,l,, F,l,, F,l,; K, proviene de la tabla A. 11; P, =Z(c,Y.); ¥ X’ son

valores codificados de las dosis de insecticida: — 1, 0, + 1. Se deja al lector la tarea de verificar que
YL = 58.3 —9.7X’ y que, en términos de los niveles efectivos de dosificacion del insecticida (es decir,

X=0,%, %), Y_=680 582X

76 ; Separacion de medias
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Tabla 6.5. Coeficientes de comparacion destinados a determinar funciones de respuesta del surgimiento de retofios del
frijol de media luna para niveles de dosificacién de insecticida.

Tratamientos y totales del tratamiento
ol Fal Fols j Filo F.l F,I,.
Comparacién 341 290 244 446 459 460
Insecticida lineal: F, 41 0 -1 0 0 0
Insecticida residual: F, +1 i D +1 0 0 0
Insecticida lineal: F, 0 0 0 +1 0 -1
Insecticida residual: F, 0 0 0 # 1 -2 + 1

A continuacion se caiculan las sumas de cuadrados para dichas comparaciones. Puesto que cada
comparacion involucra un solo grado de libertad, nuevamente podemos utilizar la siguiente ecuacion:

[z(ciTi )]2

; SC= r(Eci 2') Por tanto:
(341 - 244)?
SC(IL:F,) = —————=940.9
5(2)
SO [ 341 = 2(290) + 244]*
F,) = = =0.83 |
(446 — 460)*
CL:F,) =—gr=n 126
5(2)
[ 446 — 2(459) + 460]2
SC(IR:F,) = = 4.8

5(6)

Los cuadrados medios son iguales a las sumas de cuadrados, puesto que cada uno esta basado en un solo
grado de libertad, y los valores F se han calculado mediante la division de cada uno de los cuadrados medios
entre el CME, como en la tabla 6.6 : -

Tabla 6.6. Cuadrados medios y valores F para probar la significacion de las respuestas a los niveles de dosificacion de

insecticida.
F observado F requerido
Fuente de variacién gl CcM 5% 1%
Insecticida lineal: Fo ' 1 940.9 24.43 4.35 8.10
Insecticida residual: F, 1 - 0.8 0.02
Insecticida lineal: F, 1 19.6 0.51
Insecticida residual: F, 1 4.8 0.12
Error 20 38.51
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Tabla 6.3. Retofios de frijol de media luna sur
aceroy 2% onzas de fungicida/100 Ib de semillas,

gidos a partir de 100 semillas sem

bradas por parcela. F

o ¥ F, son iguales

respectivamente. |, |, , e |, sonigualesa0, 1, y 1
insecticida/100 Ib de semillas, respectivamente. = S s 4t Grmnie
Bloques
Tratamiento I I i v v T X
t t

Foe lj— 55 . 69 71 78 68 341 68.2

F, N 65 47 55 64 59 290 58.0

E; l, 47 37 58 48 54 244 48.8

T )
Fo 875 58.3 = XFo

F, lo | 76 92 92 95 446 89.2

F, 1, 85 93 97 88 926 459 91.8

Fs I 84 94 94 96 92 460 92.0

T, =135 91.0=X
2 - 2
Tb S (;’ 1z 427 416 467 466 464 — . 2240 74.7 = X
Niveles de insecticida
o N 12 C = (2240)*/30 = 167 253.33
Totales (Tl) 787 749 704
Medias (YI) 78.7 74.9 70.4 IX*= 177 394

neofktfanczasccssasnanaan,

que fueron tratadas con el fungicida. Estas Cuatro 'preguntas son las comparaciones de la primera columna de

la tabla 6.5. Los coeficientes para calcular las sumas de cuadrados para las comparaciones se han tomado de
la tabla A.11, paran = 3 y los tres niveles de dosifigacion de insecticidas.

C—éx

Tabla 6.4. Andlisis de varianza del surgimiento de retofios ?\a frijol de media luna.

Fuente de F observado F requerido
variacién gl sc / CcM T 5% 1%
Total 29 10 140.6/
Blogues 4 401.00 100.25
Tratamiento 5 B 969.47 1793.89 .
Fungicida 1 8003.33 8003.33 207.82 4.35 8.10
Insecticida 2 345.27 172.64 4.48 3.49 5.85
Fxl 2 620.87 310.44 8.05
Error 20 770.20 38.51
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Suma de Cuadrados para |l xS

SC (1 xS)=SCT - SCl — SCS=208 — 144 - 64 = 0, o, mediante coeficientes,

[1(212) -1 (236) - 1(228) +1(252)]*  (0)*
4(4) T

SC(Ix9§)=

Notese que si aplicamos el método de los coeficientes los célculos resultan mucho mas sencillos que aquellos
que implica el procedimiento del término de correccién. En cada caso, solo necesitamos elevar al cuadrado un
numero, en vez de sumar los cuadrados de dos nameros grandes; no se requiere'un término de correccion.
Notese también que la suma de las tres sumas de cuadrados componentes, es exactamente igual a la suma de
cuadrados de tratamientos calculada en la forma usual, lo que suministra un medio de control sobre los
calculos.

Puesto que cada suma de cuadrados sélo tiene un grado de libertad, el cuadrado medio en cada caso es el
mismo que la suma de cuadrados.

Las pruebas F se efecttian mediante la division de cada cuadrado medio entre el CME. Notese que a través de
la utilizacién de estas pruebas F mas sensibles, hemos aprendido algo que ni la prueba de la DSM ni la de
Duncan nos revelaron. Contamos ahora con buena evidencia de que las ovejas machos aumentaron mas
rapidamente de peso que las ovejas hembras.

Para analizar otro ejemplo de separacion de la suma de cuadrados de tratamientos en componentes
previamente planeados para pruebas F, véase la seccion sobre Separacion de Medias, en el capitulo 7.

—— J Lo X R : ™~
Frecuentemente resulta deseable estudiar un factor a diversos niveles; por ejemplo, incrementos de un
fertilizante, fechas de cosecha, dosis de un pesticida o de un herbicida, etc. En estos casos, el experimentador
esta interesado en la naturaleza de la respuesta de las unidades experimentales para niveles variables de un

tratamiento. El andlisis estadistico debe disefiarse para evaluar la tendencia de la respuesta.

Siempre que sea posible, resulta aconsejable aplicar los valores de un factor en una progresion aritmeética, ya
que esto permite utilizar métodos abreviados de célculo (estudiados ampliamente en el capitulo 15) para
estimar funciones de regresion apropiadas; por ejemplo, en.el experimento de tratamiento de semillas de frijol
de media luna resumido en la figura 3.2, uno de los objetives consistié en-determinar la naturaleza de la
respuesta a las dosis de insecticida con y sin un tratamiento fungicida. Una parte de los datos provenientes de
dicho experimento se presenta en la tabla 6.3, mientras que el analisis de varianza se resume en la tabla 6.4.
Nétese que las dosis del insecticida forman una serie lineal: 0, !/, % . La interaccion significativa (F x |) indica
gue la respuesta a los niveles de dosificacién del insecticida depende de que las semillas hayan sido tratadas o
no con el fungicida.

La existencia de la interaccion justifica el examen de la naturaleza de dichas respuestas. El primer paso
consiste en elaborar una tabla de coeficientes de comparacion (tabla 6.5) para simplificar el calculo de las
sumas de cuadrados deseadas. Notese (tabla 6.4) que existen cuatro grados de libertad asociados con el
insecticida y con el F X |. Entonces, podemos formular cuatro preguntas independientes (ortogonales) para
indicar la naturaleza de la interaccion. Con semillas no tratadas con fungicida, ;existe evidencia para una
disminucién lineal de la germinacién para dosis cada vez mayores de insecticida?; ;existe evidencia para otra
funcién que describa mejor la respuesta? Estas mismas preguntas pueéen también formularse para semillas
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Tabla 6.2. Paticién ortogonal de los tratamientos del experimento de implantacién de hormonas en ovejas.

Fuente de =~y F observado F requerido
variacion g [ sC) c™M
o - 5% 1%
Tratamiento 3 208 AR . 821 3.86 6.99
Implantaciones - 1 144 144 18.51 5.12 10.56
Sexo 1 - | im> 8.23
xS 1 0 \ {10 : 0
Error 9 —. 70 ~ i 7.78

a como en latabla6.2. Afinde calcular dichas sumas de

La suma de cuadrados para tratamientos se separ
de nuestras preguntas, procedemos como sigue:

cuadrados y los valores F para contestar cada una

Para calcular las sumas de cuadrados de los componentes de tratamientos, utilizaremos primero el
procedimiento del término de correccién y luego ilustraremos el empleo del meétodo de los coeficientes de
comparacion, gue hemos agrupado.en la tabla 6.1. Este Gltimo procedimiento para calcular una suma de
cuadrados solamente funciona cuando la suma de cuadrados involucra un solo grado de libertad.

Suma de Cuadrados para la Implantacion

scl (212 + 228)* + (236 + 252)* ) (928)° -

8 16
Al utilizar los coeficientes de comparacién, aplicamos la siguiente regla para calcular una suma de

cuadrados:

2(c. T, ]“ : ‘, L
SC = —(—‘—l— , donde ¢; = coeficientes de comparacion de la tabla 6.1, Ti — totales del tratamiento, Y

2 -
r(Ze r = namero de repeticiones.

= T = 144
()24 (=1 + 1)+ (=11 4 4(4)

0201 2361 02 1 QI (487

Suma de Cuadrados para el Sexo

(212 + 236)* + (228 + 252)° (928) =
CS = 3 ST = 64, o, por el método del cpeﬂctente,
(1(212) + 1 (236) =1 (228) -1 (252 _ (=32
e — = :@\
4(4) 16 ~—
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Tabla 6.1. Coeficientes de comparacion.

Tratamientos y totales del tratamiento
Comparacién /\\ FS, A7 FS, /‘\'\’ M5 /\\Q\ s
212 236 228 252
¥= Irﬁ-plantacién So s J B +1 -1 +1 -1
Seseo L7 A +1 +1 -1 -1
IxS +1 -1 -1 +1

En lo que a la implantacion se refiere, estamos comparando a todas las ovejas de ambos sexos tratadas con
estilbestrol, con todas aquellas ovejas no tratadas, a fin de comparar el efecto promedio de la implantacién.
Esta es una comparacion valida, puesto que grupos iguales de ovejas machos y hembras recibieron cada nivel
de estilbestrol.

El cuanto al aumento de peso para cada sexo, estamos comparando la tasa promedio de aumento de todas las
ovejas hembras con el de todas las ovejas machos para ambos niveles de estilbestrol. Esta también es una
comparacion valida, puesto que fueron tratados grupos iguales de ovejas de cada sexo.

f

Si la implantacién diera lugar a una tasa de aumento significativamente mayor en un sexo que en el otro,
diriamos que existe una considerable interaccién entre el sexo de las ovejas y la implantacién. Los coeficientes
para esta comparacion (I x §) se determinan mediante la multiplicacién de los coeficientes para cada
tratamiento en las dos primeras lineas de la tabla 6.1.

Las comparaciones son independientes, y por lo mismo ortogonales, cuando: a) la suma de los coeficientes de
la comparacién es igual a cero; y b) la suma de los productos de los coeficientes correspondientes de dos
comparaciones cualesquiera es igual a cero.

Los estudiantes que analizan por primera vez este método, frecuentemente se confunden en cuanto al origen
de los coeficientes. Las siguientes reglas son de utilidad en ese sentido:

1. Sise van a comparar dos grupos de igual tamafio, simplemente asignense coeficientes + 1alos
miembros de un grupo y —1 a los integrantes del otro. No importa a qué grupo se asignen los
coeficientes positivos.

- 2. En la comparacion de grupos que contienen distintos nimeros de tratamientos, asignense al primer
grupo tantos coeficientes como nimero de tratamientos tenga el segundo grupo; y a este ultimo,

tantos coeficientes del signo opuesto como nimero de tratamientos tenga el primer grupo. Entonces

si entre cinco tratamientos se quiere comparar los dos primeros con los tres Gltimos, los coeficientes

serian +3, +3, =2, =2, - 2.

Reduzcanse los coeficientes a los enteros méas pequefios posibles; por ejemplo, en la comparacién de

un grupo de dos tratamigntos con un grupo de cuatro tendremos, en virtud de la'regla 2, coeficientes
4 +4, -2, -2, -2, -2,pero éstos pueden reducirse a: +2, +2, -1, =1, =1, - 1.

4! Lo coeficientes de interaccién siempre pueden determinarse mediante la multiplicacién de los

coeficientes correspondientes de los efectos principales.

r

w
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d) Indicamos la significacion estadistica mediante lineas o letras:

MS; FS, MS, FS MS, 8, MS, FS,

63 59 57 53 63a 59ab 57bc 53¢

Las medias conectadas por la misma linea o seguidas por una letra coman no son significativamente diferentes
en el nivel de 5%. Si se utilizan letras, pueden verse mas claramente las diferencias significativas, incluso

cuando las medias no estan ordenadas.

En nuestro experimento, notese que las comparaciones de medias a través de la prueba de rango multiple de
Duncan o de DSM conducen a las mismas conclusiones (MS, >MS, y FS,> FS,) aungue ambas pruebas
llevan a la conclusion de que no existen diferencias significativas de aumento de peso entre machos y hembras

(MS,# FS,y MS.# FS,).

ANALISIS FUNCIONAL DE VARIANZA —PRUEBAS F PLANEADAS

En la planificacién de un experimento, frecuentemente podemos preparar pruebas F para responder a
preguntas pertinentes. Esto involucra la particion de los grados de libertad y de la suma de cuadrados para los
tratamientos en comparaciones componentes. Los componentes pueden consistir en comparaciones de
clase o de tendencia de respuesta. Estas pueden probarse madiante la particién de los grados de libertad y de
la suma de cuadrados, para efectos del tratamiento, en grados de libertad apropiados y en sumas de
cuadrados asociadas. Los tratamientos habilmente seleccionados pueden responder a tantas preguntas como
grados de libertad existan. Cuando son independientes, las comparaciones reciben el nombre de ortogonales;
gsta es una caracteristica deseable, pues entonces las comparaciones conducen a afirmaciones de

probabiiidad bien definidas.

La eficacia y sencillez de este método de separacion de medias no son tan apreciadas entre los investigadores
ortogonales cree la impresion de que el método es

como deberian de serlo. Quizas sl término coeficientes
complicado y dificil; esto dista de ser cierto. En realidad, el método tiene tres importantes ventajas: fa) nos
permite responder importantes preguntas especificas sobre los efectos del tratamiento, b) los célculos son

sencillos, y ¢} suministra un util control sobre la suma de cuadrados del tratamiento. |

La construccién de una tabla de coeficientes de comparacion resulta atil para comprobar la ortogonalidad, asi
como en el calculo de las sumas de cuadrados componentes.

Comparaciones de clase

e utilizaremos el experimento de implantacion de hormonas en ovejas.
Notese que en la seleccion de los tratamientos se plantearon tres preguntas especificas: a) considerando a
todas las ovejas, ¢afecta la implantacién a la capacidad de aumento de peso?, b} jexisten diferencias en la
capacidad da aumento de peso entre las ovejas machos y hembras?,y ¢} (es.el efecto de la implantacién de
hormonas 2l mismo para ambos sexos? La respuesta a cada una de estas preguntas involucra un solo grado
de libertad. Los coeficientes para las tres comparaciones estan dados en la tabla 6.1.

Para ilustrar lo anterior, nuevament
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PRUEBA DE RANGO MULTIPLE DE DUNCAN

Esta prueba es la mé&s ampliamente utilizada entre diversas pruebas de rango multiple disponibles. Evita la
comisién de errores inherentes al empleo indiscriminado de la prueba de DSM. La prueba es idéntica a la de
DSM para medias adyacentes de un arreglo ordenado, pero.requiere valores progresivamente mayores para la
significacion entre medias, en la medida en que éstas se encuentran mas ampliamente separadas en el arreglo.
Esta prueba se utiliza mas apropiadamente cuando diversos tratamientos no relacionados se incluyen en un
experimento (por ejemplo, para efectuar todas las comparaciones posibles entre las capacidades de
produccién de diversas variedades). Para ilustrar su aplicacién, emplearemos el experimento de implantacién
de hormonas en ovejas.

La prueba incluye el célculo de las diferencias significativas minimas (DSMn) para todas las posiciones
relativas posibles entre las medias del tratamiento cuando éstas se encuentran dispuestas en orden de
magnitud. Las DSMn se utilizan entonces en un procedimiento ordenado para determinar diferencias
estadisticas entre las medias. La férmula DSMn = R(DSM), donde R es un valor extraido de una tabla de
factores studentizados significativos (tabla A. 4}, que se elige de acuerdo con el nivel de significacion
deseado, con los grados de libertad para el error y con la disposicién relativa de las medias en el arreglo.

Utilizando como ejemplo nuestro experimento con ovejas, el procedimiento es como sigue:

(a))Calculamos la diferencia significativa minima:

/2s? /2(7.78
DSM.os = t ——25 = 2.262 -(T) =4.46
iy, e r

b) Calculamos la DSMn para la posicién relativa en el arreglo ordenado de medias. Puesto que existen cuatro
medias, éstas pueden encontrarse separadas por 2, 3 o 4 valores. (Nota: las medias adyacentes se
denominan separadas por 2).

Posicién relativa en la ordenacion (p de la tabla A. 4) 2 3 4
Valores de R{ nivel de 5%, tabla A. 4 1.00 1.04 1.07
DSMn = R(DSM) 45 46 4.8

c) Disponemos las medias por orden de magnitud y probamos para diferencias significativas:

Tratamiento FS, MS, FS, MS,
Media 53 57 59 63 q- 30

Empezamos por comparar las medias mayor ¥ menor, aplicando la DSMn para sus posiciones relativas a cada
una de las demas en el arreglo ordenado (en zste caso, p =4, por tanto: DSMn = 4.8). Si la diferencia entre
dichas medias es igual o mayor que la DSM, las medias seran significativamente diferentes. (63-53=10,
DSMn = 4.8, por tanto, 63 es significativamente diferente de 53). A continuacién comparamos la media mayor
con la penultima de las menores 57 = 6, DSMn = 4.6; 63 es significativamente mayor que 57). Luego,

la mayor con la pendltima menor (63 — 59 = 4, DSMn = 4.5; 63 no es significativamente diferente de 59).
Cuando se encuentre una diferencia no significativa, podemos trazar una linea conectando (e
interviniendo) dichas medias. Luego repetimos el proceso: empezamos comparando la segunda media
mayor con la menor, etc. Este procedimiento evita la realizacion de pruebas entre medias que estan ya
conectadas por una linea. Existe una regla de excepcién utilizada con la prueba de rango multiple de
Duncan. Esta establece que una diferencia entre dos medias no puede declararse significativa si ambas medias
estan contenidas en un subconjunto de medias con un rango no significativo. Entonces, si entre cinco medias
en un arreglo ordenado, A se ha encontrado no significativamente diferente de D (es decir, A B C D E) yBes
significativamente diferente de E, no resulta necesario probar B contra D y C, puesto que éstas se encuentran
en un subconjunto con un rango no significativo. El préximo paso consistir4 en probar C contra E y si la
diferencia no es significativa, C y E se conectan, A B C D E, resultando innecesarias pruebas ulteriores.

Prueba de rango multiple de Duncan €9
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DIFERENCIA SIGNIFICATIVA MINIMA

Esta prueba no debe utilizarse, a menos que la prueba F sea significativa. Estrictamente hablando, la DSM
s6lo debe emplearse para comparar medias adyacentes en un arreglo ordenado (medias dispuestas por orden
de magnitud). Cuando éste se usa indiscriminadamente para probar todas las posibles diferencias entre
diversas medias, ciertas diferencias seran significativas, pero no en el nivel de significacion que hemos
escogido. En vez de efectuarse el nivel de 5%, las comparaciones entre medias con una separacién mayor de
dos en un arreglo ordenado, se realizaran en un nivel de significacion mas bajo. La DSM puede utilizarse para
comparar medias adyacentes, y la mayoria de los especialistas coinciden en que ésta es adecuada para
comparar un tratamiento estandar con otros tratamientos; tal es el caso de la comparacion de variedades
con una variedad testigo o estandar.

No obstante la gran cantidad de criticas, la DSM adn se utiliza ampliamente en las revistas profesionales. Si se
emplea con cuidado, no debara conducir a demasiados errores. La gran ventaja de la DSM es que resulta facil
de calcular y emplea un estimador Unico para efectuar comparaciones.

Como se indicé con anterioridad, la DSM es una forma de !q{)meba 'r.'Su férmula se deriva de la formula de t
en la prueba de la significacion estadistica de la diferencia entre dos medias,

d —H3
= % |Sea la diferencia entre dos medias (X, - X, = d ) el limite inferior de los valores que cabria
53 esperar en .un 5% o mas de las veces, solo por casualidad, al obtener muestras de
diferencias de medias pertenecientes a una poblacion de diferencias de medias, donde la media es igual a cero
(u; = 0). Sustituimos d porla DSMy 3 por cero, y la formula se transforma en: t = Qﬂ_fl, resolviendo para DSM
"
5,2 s,?
DSM=ts3, donde sj = o + " s,y s,? son las varianzas estimadas de parcelas que reciben los

tratamientos 1y 2 respectivamente, y r, Y r, son los nameros de unidades experimentales que reciben los

tratamientos 1 y 2 respectivamente. En un analisis de varianza se /suﬁc')neml'e\ai1 estima la misma varianza
d 2s?

ques,® yque r, es, por regla general, igual a r,, por tanto, D'SM =t , donde's? es el cuadrado

r

medio para el error, r es el nimero de repeticiones, y t es el valor tabular-det para los grados de libertad del

error.

A fin de ilustrar la utilizacién de la DSM, la aplicaremos para separar las medias de nuestro experimento con
ovejas y estilbestrol, tabla 5.2 {capitulo 5). Los efectos medios son: FS, = 53; MS, = 57; FS, = 59;MS,
- 43 libras aumentadas por oveja por cada 100 dias. : -

2 .
DSM o5 = tos / zrs—- =2.262 / —2-(—%28—) = 2.262(1.972) = 4.46 1it;r/qs por animal por cada 100 dias.

'/

L}

Si utilizamos la DSM sélo para comparar medias adyacentes, concluimos que no hay diferencias; pero el valor

F revela que éstas si existen. Si empleamos la DSM para comparar todas las medias, llegamos a la conclusion
de que el estilbestrol mejoro la capacidad de aumento de peso tanto en las ovejas hembras (59 — 53 = 6) como
en los machos (63 =57 = 6). Las diferencias en la capacidad de aumento de peso asociadas con el sexo no

son significativas.
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Separacion de medias

~

Como hemos visto, un experimento se lieva a cabo para responder ciertas preguntas que el investigador plantea
por adelantado. Estas preguntas resuitan importantes para !a determinacién de los tratamientos que se van a
incluir en el experimento y para fa eleccidn del método apropiado, mediante la comparacién de los tratamientos.
Una cuidadosa consideracién de los siguientes principios para decidir sobre los tratamientos, puede ayudarnos a
seleccionar un plan para la separacién de medias.

El arregMpg}_ggigJ:) Cuando se han de estudiar dos o mas factores simultaneamente, el arreglo
“factorial hace posible el estudio de las interacciones entre factores. Cuando las interacciones no estan
presentes, los resultados son mas ampliamente aplicables, puesto que los tratamientos principales se

prueban para un rango de condiciones mas amplio.

La seleccion de niveles de tratamiento para obtener informacién sobre tendencias o
respuestas 6ptimas. Cuando los tratamientos consisten en dosis, como los niveles de nutrientes de una
planta, de una hormona de crecimiento, de un fungicida o de un herbicida, la pregunta

fundamental no es si alguna dosis resuita significativamente mejor que otras, sino si existe o no una
respuesta al factor estudiado y como se caracteriza mejor esa respuasta. Una atencion cuidadosa en la
seleccion de los niveles de dosificacién, es importante para caracterizar una funcidén dosis-respuesta.

La utilizacién de un tratamiento estandar./ Puede resultar deseable comparar cada uno de los
diversos tratamientos con un tratamiento estandar a fin de decidir si cuaiasquiera de los nuevos
tratamientos son mejores que el que se esta utilizando actualmente.

Cuando estos principios no pueden emplearse para establecer tratamientos y no existen relaciones légicas
entre los mismos, se requieren pruebas de comparacién multiple para la separacion de medias. Cuando
pueden aplicarse uno o mas de los principios, suele haber métodos para la separacién de medias mas precisos
que aquellos suministrados por las pruebas de comparacion multiple.

Un valor F significativo plantea la siguiente pregunta: ;Cuales de los valores medios son significativamente
diferentes? A continuacion se estudiaran tres métodos ampliamente utilizados en la separacién de medias.
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Notese que el total de grados de libertad (rn - 1) debe reducirse mediante los grados de libertad implicados en
la remocion de los efectos de bloque (r - 1) y de tratamiento (n - 1)

(58 - 58)* + (59-58)*+...+(56-58)* 70 Q
Asi, CME = — =—=778 \ 5
(4(4)-11-(4-1)-(4-1) 9 W

=l > 3 % J
780

v VALORES F

Las razones F se utilizan para evaluar las probabilidades de obtencién de medias del tratamiento y del bloque
que varien tanto como aquellas de nuestro experimento, si no existen tratamientos reales o diferencias de
bloque. Hemos estimado o?, la varianza de la poblacién por unidad experimental, en tres formas: a) basada en
la variacion entre medias del tratamiento (CMT), b) basada en la variacién entre medias del bloque (CMB), y c)
basada en la variabilidad entre las unidades experimentales, una vez eliminados los efectos de bloques y de
tratamientos, (CME). Si no existen diferencias debidas a los blogues y a los tratamientos, la totalidad de los
tres cuadrados medios deben ser aproximadamente iguales.

s et

F (bloques) = CMB/CME = 192.0/7.78 = 24.69
F (tratamientos) = CMT/CME = 69.3/7.78 = 8.91

Los valores F requeridos para la significacién estadistica, para grados de libertad 3 (numerador) y 9
(denominador), se encuentran en la tabla A.3 y se han anotado en la tabla de anélisis de varianza (tabla5.3).
Puesto que nuestro valor de F observado para los bloques, asi como para los tratamientos, excede al
requerido para la significacién en el nivel del 1%, podemos decir que si la hipotesis nula es verdadera, las
probabilidades son menores que 1 entre 100, de que nuestra muestra particular de blogues o tratamientos
pueda haber ocurrido sélo por casualidad. Estamos dispuestos a afirmar que estas probabilidades no se
registran, a rechazar la hipdtesis nula y a concluir que existen diferencias reales entre bloques y tratamientos.
El préximo paso consiste en determinar cuéles de los tratamientos son significativamente diferentes. Esto se
estudiara en el capitulo 6.

Antes de concluir el disefio de bloques completos al azar, debemos comentar el mejoramiento en la eficiencia
con respecto al disefio completamente aleatorio. Debido a la existencia de considerables diferencias de bloque
y a la eliminacién de los efectos de bloque, la precisién de nuestro experimento se vio incrementada,
permitiéndonos detectar diferencias entre tratamientos las cuales no podrian advertirse mediante el disefio
completamente aleatorio.

RESUMEN

En el disefio del bloques completos al azar, los bloques son conjuntos de unidades experimentales dispuestas o
seleccionadas con anterioridad a la asignacién de tratamientos, de modo que la variabilidad existente es minimizada dentro
de los bloques y maximizada entre los mismos. Los tratamientos se asignan aleatoriamente el mismo ndmero de veces
(usualmente una vez) a las unidades experimentales dentro de un bloque. Una seleccion aleatoria independiente se realiza
para cada bloque. Comparados con el disefio completamente aleatorio, los grados de libertad para el error experimental se
ven reducidos por el nimero de grados de libertad para los bloques. La variabilidad del bloque se elimina a partir del error
experimental. Asi, cuanto mayor sea la variabilidad entre bloques, mas eficiente ser4 el proyecto en lo que se refiere a su
capacidad para detectar posibles diferencias del tratamiento.
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Tabla 5.4. Elementos de la tabla 5.2, con los efectos de blogque eliminados.

Bloque Tratamiento
Tratamiento ;
I I Hl v Total Media
A Fs, 753 54 52 52 212 53
B MS, 56 56 57 59 228 s7 )
[

G FS, 63 55 59 59 236 59 '
D MS, 60 67 64 61 252 63

Total de bloque 232 232 232 232 928

Media del bloque 58 58 / 58 58

l S S

57-58=-1; C=59-58=1yD = 63-58 = 5 Ahora podemos eliminar los efectos de tratamiento
de los elementos de la tabla 5.4 para completar la tabla 5.5: una tabla de elementos individuales corregidos
para los efectos de blogue y de tratamiento. La primera celda de la tabla 5.5 es 53 - (=5) = 58 yla Gltima
es 61 — 5 = 56.Las medias del tratamiento ahora también son iguales a la media general. La variabilidad
subsistente entre los elementos de la tabla 5.5 es una variabilidad no asociada con los efectos de blogue o de
tratamiento. La suma de cuadrados [2(X - X)*] entre dichos elementos dividida entre los grados de libertad
apropiados, se denomina error experimental (CME o s?). :

LU~

=

.

Tabla 5.5. Elementos de la tabla 5.2, con los efectos de bloque y del tratamiento eliminados.

Blogue Tratamiento
Tratamiento | I 1 SV Total  Media
A FS 58, 59 57 58, 22 58
5 wMs 57 57 58 60 22 58
C FS 62 54. 58 58 232 58
D M 55 62 59 56 232 58
Total del bloque 232 232 232 232 928
Media del bloque 58 58 58 58
A partir de la tabla 5.5, calculamos
) | 2@~ ?)Ij
s2=CME =
(tn=1D =(r=1) = (n- 1)
64 Diseiio de bloques completos al azar
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(%% (% %)
s*= n s’;. Puesto que sy = B S la férmula para el CMB pasa a ser: CMB = n| ———
b r — r—=1
donde _)Zb representa cada media del bloque, X es la media general, y r es el nimero de medias
del bloque. Calculando el CMB, obtenemos:

A1(52-58) + (56~ 58)2 + ...+ (56 — 58)7] 4(144)

CMB = ~ =192.0
4 - 3

S

Cuadrado medio para los tratamientos

}‘ =X A A

™~

' Recurriendo nuevamente a la hipotesis nula y suponiendo que no hay diferencias reales entre las medias del
tratamiento, s> = CMT =r s’ donde r = nimero de repeticiones y s’x es la varianza de las medias de
t t

tratamiento. Esta es otra estimacion de la varianza por unidad experimental, basada en la variabilidad entre

C =

medias del tratamiento.
<
Q‘ Nuevamente se utiliza la relacién entre una varianza de medias estimada (s*3) y la varianza estimada de los
/ elementos individuales de la poblacién original (s?) . Desarrollando la férmula, obtenemos:

4 r (Yf - —)Z)z e
\ 6‘:’@: —, donde )(t = cada una de las medias del tratamiento, y n es el nimero de
== n-1

tratamientos. SCT es el numerador y el denominador esta constituido por los gl para el tratamiento.
Su célculo da como resultado:

4[(53-58)*+ (57 -58) +. ..+ (63 - 58)2] 4(52)
© CMT = o3 E =69.3 '
5. 3 4

Cuadrado medio para el error

El CME representa la variabilidad entre las unidades experimentales que subsisten después de que las otras
fuentes de variacion han sido eliminadas. Resulta ilustrativo observar que esta implicado en la eliminacién de
los efectos del bloqueo y del tratamiento.

Remocion de los efectos de bloque

Cada efecto de bloque se define como la media del blogque menos la media general (es decir X - X). Para el
bloque |, el efecto de bloque es 52 - 58 = - 6. Si sustraemos —6 de cada elemento del bloque | en la tabla 5.2
obtendremos: 47 - (-6) = 33; 50 — (~6) = 56, 57 ~ (-6) = 63; 54 — (-6) = 60. Los efectos de bloque para
los demas bloques son: || = 56 ~58 = -2; Il| = 68 - 58 = 10; y |V = 56 - 58 = =2.La eliminacién de los
efectos de bloque de los elementos de la tabla 5.2 da lugar a Ia tabla 5.4. Nétese que ahora todas las medias
del bloque son iguales a la media general, pero que las medias del tratamiento permanecen inalteradas.

Remocion de los efectos de tratamiento

Un efecto de tratamiento se elimina mediante la sustraccién de la desviacién de la media del tratamiento] de la
media general de cada elemento de dicho tratamiento. Los efectos del tratamiento son: A = 53 — 58 = -5 B=

El qué y el porqué del anilisis - 63
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Sumas de cuadrados y cuadrados medios

E(Tb)i—c

n

(208) + . . . + (224)? < 2
SCB= 3 53824 = 54 400 - 53824 = 576. Noétese que en el término :_(LD_

4 n
el divisor n es el nGmero de elementos que integran cada total en el numerador; en este caso, el nimero

Bloques. SCB =

celad |- Aoy ss et ) B o

de tratamientos.

CMB = SCB/gl (B) = 576/3 = 192.0

(1)
Tratamientos. SCT=——*— - C
r

(212)* +. . . +(252)°

SCT= - 53824 = 54032 - 53824 = 208
4

gty 1o e 20

CMT = SCT/gl(T) = 208/3 = 69.3

T T T T e T T

Total,/SC = S(X)* - C

A

SC = (47)* + (52)* +. ..+ (59)* - C = 54 678 — 53824 = 854, .
Error SCE = SC — SCT — SCB :
SCE =854 — 208 — 576 = 70. @ |

Si las diversas sumas de cuadrados se efecttan en el orden anterior, la SCE se obtiene rapidamente por
sustraccion, tan pronto como la suma total de cuadrados se obtenga.

= L. P

CME = SCE/gI(E)=70/9=7.78

EL QUE Y EL PORQUE DEL ANALISIS '®

Antes de continuar con otros aspectos del andlisis de varianza, sera de utilidad echar una ojeada a lo que se
hizo e indagar por qué se hizo en el calculo de cada cuadrado medio.

Cuadrado medio para los bloques

Suponiendo la ausencia de diferencias reales entre las medias del bloque (nuevamente la hip6tesis nula), una 1‘
estimacién de la variabilidad por unidad experimental se calcula a partir de la varianza de las medias del ‘

bloque. Asi, s* =CMB =n s’z . donde n = ndmero de tratamientos ¥ Sng es la varianza de las medias del

bloque. Nétese que esto aplica la relacién entre una varianza de medias y la varianza por unidad experimental,

62 Disefio de bloques completos al azar
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A+ C= donde r = ndmero de repeticiones y n = namero de tratamientos. =0
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variacion. Existen 16 unidades experimentales (grupos de ovejas): por tanto, los grados de libertad seran 15.
Existen cuatro bloques y cuatro trata'mentos Y, por ende, tres gl para cada fuente de variacién. Los grados de
libertad del error pueden encontrarse por sustraccion, 15~ 3 - 3 = 9 o multiplicando los gl para los bloques por
los gl para los tratamientos, 3x 3 = 9, En este disefio, cuando cada tratamiento se repite una sola vez en cada
blogue, los gl para el error son siempre: gl de los bloques x gl de los tratamientos.

4: ﬂc\!’ ne&
B= poinl

"/_ /
~={=0_/
LY T =4

. Tabla 5.2. Aumentos de peso de ovejas agrupadas por tratamiento y por blogue (libras por ovejas por 100 dias).
. v d
. ,-:1‘\ - Bloque } ___Tratamiento
Tratamiento { | ‘\ ! 1 - M1 A% totul T media (X %
. 3500-36?0 | 3820=-320 | 3?U-3850{ 2851 "fem
! 2Ry ] 1 |
- A F&* ¥ 47 DA J (52)A4:95 62 Bs 51 By ! 212 ~ ¥y 53—
. B Ms, /[ 50 a0 /54 B2t 67 57 Oy l 2287 >
() < N A A ‘, : 7l
® C FS) [\ 52 gl 53 Dkl 69 a3 | 57 pyl| 236 T
. D MS, \\514 gjn 0, 65 C?-:{‘f 74 C3 59 Aq\ 252/ -
’ wi g NV T T ‘ .5 =
. ~ Total del bloque (Tb)_\ZUB_.-LL’- g sl - i ) RN | 928 =
. Media del blogue (R-b) \@ Vv 56 68 56 Media principal —;‘-;58)(@ Z
. 7 - {; - B l(‘.‘
: Tabla 5.3. Analisis de varianza.
S, Sl : ;
. Fuente de variacién oo i Laody M e P Iearide
. al sc c™m F observado 5% 1%
@ 553
. Total 15 854 7‘}
' . Blogues 3 /""?—576/"} /192 0 “-,‘ 24.69~ | 3.86 : 6.99
' o \
: : Tratamientos v 3 ’_L\E‘ZOB/' - 69.3 | 8.917 / \
Error G el (778 \h 5\
®
P Fuentes de variacion y grados de libertad B
. Tenemos ahora una fuente adicional de variacién... aquella debida a los blogiies. Puesto que cada tratamiento
. ocurre el mismo ndmero de veces en cada bloque, las diferencias entre blogues no se deben a los
. tratamientos, sino a otras diferencias asociadas con los blogues. Este componente de la suma total de
: . cuadrados puede eliminarse y el error inexplicado (error experimental) puede reducirse como corresponde.
: ‘ Los grados de libertad son uno menos que el nimeros de observaciones asociadas con cada fuente de
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Figura 5.1. Cuatro tratamientos repetidos igual nimero de veces en

un disefio de blogues completos al azar.

o

bloque; por ejemplo, los cuatro tratamientos de | rfﬁgura 5.1 fueron aleatoriamente asignados de la siguiente
manera: empezando arbitrariamente con la hilera 1 la A.1, continuamos a 1o Targo de la misma hasta
encontrar los digitos del 1 al 4, que representan los tratamientos A al D: 4,1, 2,3 ... Este es el orden en que
asignaremos los tratamientos en el bloque |. Luego continuamos a través de la hilera 15 y regresamos (de
derecha a izquierda) sobre la hilera 16 para encontrar los digitos 1, 4, 3, 2, orden en que asignaremos los
tratamientos en el bloque Il. Analogamente, la distribucién aleatoria se completa para los bloques Il y IV.

| ANALISIS DE VARIANZA /

L

Los datos que analizaremos seran los mismos que utilizamos en el capitulo 4. El experimento buscaba
determinar el efecto de la implantacion de una hormona, el estilbestrol, sobre la capacidad para aumentar el
peso de ovejas machosy hembras. Entonces, los tratamientos fueron el conjunto factorial de la tabla 5.1,
siendo los dos factores el sexo y el estilbestrol, y teniendo cada factor dos niveles.

Tabla 5.1. Tratamientos para determinar el efecto que produce el estilbestrol implantado en la oreja sobre la capacidad
para aumentar de peso, de ovejas machos y hembras.

Estilbestrol
Sexo .
0 3 mg/animal
hembra FSe FS,
macho CM, CM;

En este caso, los bloques fueron cuatro ranchos diferentes. Por tanto, las repeticiones de la tabla 4.1 pasan
a ser bloques y los tratamientos pasan a ser el conjunto factorial de la tabla 5.1. Los datos se reorganizan en
la tabla 5.2.

GO Disefno de bloques completos al azar




Capitulo

"H Diseno en bloques
Y completos al azar

En este disefio, los tratamientos se asignan aleatoriamente, a un grupo de unidades experimentales

e —— i il

denominado bloque o repeticion. Bloque es el término mas adecuado, puesto que evita confusién con las
repeticiones del disefio completamente aleatorio,

e ———

onsiste en mantener la variabilidad entre unidades experimentales dentro de un bloque tan
! et e —TPRNiMenta es dentro de un blog i

pequeno como sea posible, y maximizar las diferencias entre bloques. Sino hay diferencia entre 108

bloques, este disefio no contribuird a 1a precision para detectar las diferencias de tratamientos.

Cada tratamiento es asignado el mismo nimero de veces a unidades experimentales dentro de un bloque,
usualmente una vez; pero todos o ciertos tratamientos pueden repetirse dos 0 mas ocasiones dentro de un
bloque. Por regla general, es mas eficiente tener una sola repeticion de cada tratamiento por bloque. A fin de
minimizar el error experimental, deben tomarse todas las precauciones para tratar las unidades

experimentales dentro de un bloque lo mas uniformemente posible.

Los bloques pueden estar constituidos por areas compactas de un campo, grupos de animales que pueden
manipularse de un modo uniforme, o diferentes tiempos de aplicacion de tratamientos a unidades
experimentales.

Por lo que respecta a sembradios, las parcelas de campo adyacentes suelen producir en forma méas parecida
que aquellos separados por alguna distancia. Los blogues se pueden mantener compactos, disponiendo las
parcelas, usualmente de forma larga y estrecha, cercanas unas a las otras. El nGmero de tratamientos debe ser
el menor posible; no obstante, debe ser suficiente para lograr los objetivos del experimento. Cuando el
tamarfio del bloque aumenta, se incrementara la variabilidad dentro de éste. No es necesario que cada bloque
sea de la misma forma; pero en los experimentos de campo con sembradios, esto es normalmente deseable,
puesto que las diferencias en las formas de los bloques generalmente incrementan la variabilidad dentro del
bloque.

Cuando se prevé un gradiente de productividad dentro del 4rea experimental, los bloques deben extenderse a

lo largo del gradiente vy las parcelas dentro de un blogue deben disponerse paralelamente respecto al
gradiente, como se ve en la figura 5.1

[ MUESTREO ALEATORIO/

Después de que las unidades experimentales han sido agrupadas en los bloques deseados, los tratamientos se
asignan aleatoriamente a las unidades dentro de cada bloque, con una distribucién aleatoria hecha para cada
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El denominador 6(30), se determina sumando los cuadrados de los coeficientes de los términos del
numerador, y multiplicando el resultado por el nimero de elementos que integran cada término del
numerador; asi

[(59 + (=1)% + (=1)2 + (-1)? + (<1)* + (~1)7 6 = 30(6).

(188.9)*  (186.1+182.1 +1838 +182.2)*
24

(188.9 +186.1 +182.1+183.8 + 182.2)* _ (183.9)° (734.2* (923.1)*

30 6 2% 30

SC (N organico y N inorgénico) =

Notese que el tercer término es un nuevo término de correccion:

=5 947.202’-5— 22460.402 — 28 403.787 = 3.816.

El.calculo méas corto es: i
v

[4(188.9) — 186.1 —182.1 —.183.8 — 182.2]?

=3.816
6(20)

186.1 + 182.1)% + (183.8+ 182.2)* (186.1+182.1 + 183.8 + 182.2)°
SCINH, = N vs NO, ) = 1B&L+ 182:1% + 1822177 (18611821 41 )

12 24
2 2 2
_(368.2)%4 (366.0)° (73427 _ ) oo s 20 460.402 = 0,201
2 = 24 -
, 86.1 +182.1 - 183.8 = 182.2)* (2.2)?
0: (1 ) :(2 2) 20.202
6(4) | 24
' 186.17 + (182.1)*  (186.1 + 182.1)*
SC [(NH,),50, vs NH4NO,]_Z( S )26( == - e 11 298.937 - 11297.603 = 1.334
186.1 = 182.1)* (4.0)?
o (186.1 ~TB2L" 140}, oo
26) 12
183.8)% + (182.2)* (183.8 + 182.2)?
SC Ca(NO,), vs NaNO, _i18a8) Z( y_ L = Y 11163.213 - 11 163.000 = 0.213
8 -1822)7 (1.6)?
. (1838 - 1820 (1.8 .
2(6) 12

Los cuadrados medios se obtienen mediante la divisién de las sumas de cuadrados entre sus grados de
libertad asociados; puesto que, en este caso, cada comparacion involucra un solo grado de libertad,
SC = CM.

Los valores F se calculan mediante la division de cada CM entre el CM para el error. Los valores F requeridos
son valores tabulares de la tabla A.3 para 1y 20 gl. Tenemos ahora una prueba F para responder cada una de
las preguntas que se plantearon cuando se planeé el experimento. El Gnico valor F significativo se emplea para
la comparacién de no N y N; todos los demas son bastante bajos, y llevan a la conclusién de que hubo una
respuesta al nitrdgeno, pero que las remolachas respondieron andlogamente a todas las fuentes de N.

Separacién de medias : 85 .
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RESUMEN

En un cuadro latino: —

Las unidades experimentales se clasifican en dos categorias, ademas de los tratamientos. Tales categorias se conocen
generalmente como hileras y columnas, con respecto a la organizacién de los datos en una tabla de doble entrada.

Cada tratamiento se asigna el mismo nimero de veces (usualmente una vez) dentro de cada categoria, de modo que las
diferencias entre categorias no se deban a efectos del tratamiento.

Se requieren al menos tantas repeticiones como tratamientos existan. Por regla general, los cuadros latinos dejan de ser
practicos con més de ocho tratamientos.

Sélo cuando ambas categorias (hileras y columnas) varian apreciablemente, el disefio de cuadro latino superara al de
bloques completos al azar, en cuanto a la deteccién de diferencias de tratamientos.

00 0-00-00006000006ha.
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Diseno de parcelas
divididas

I

XY

2

Los disefios de parcelas divididas y una variante de éstos, el bloque dividido, se emplean frecuentemente en
eﬁpwss@ﬁaﬁld_%en los que la naturaleza del material éxperimental o las operaciones contempladas
dificultan el manejo de todas las combinaciones de factores en una misma forma. El disefio basico de parcelas
divididas involucra la asignacion de tratamientos de un factor a parcelas principales dispuestas en un disefio
completamente aleatorio, de bloques completos al azar o de cuadro latino. Los tratamientos del segundo
factor se asignan a subparcelas dentro de cada parcela principal. El proyecto suele sacrificar la precision en la
estimacion de los efectos promedio de los tratamientos asignados a las parcelas principales, aunque
frecuentemente aumenta la precision para comparar los efectos promedio de tratamientos asignados a
subparcelas; y cuando existen interacciones, para comparar los efectos de tratamientos de subparcelas en un
tra_tgm_i_g_r_x;@ga_urjéﬁércg!a principal dada. Esto proviene del hecho de que el error experimental para las

parce!aslgri_nrc_:iﬁéles suele ser mayor que el error experimental utilizado para comparar tratamientos de

subparcelas. A menudo. el termino de error para tratamientos de subparcelas es inferior al que se obtendria si
todas las combinaciones de tratamientos fuesen dispuestas en un disefio de bloques completos al azar.

Cada variacion del disefio de parcelas divididas impone ciertas restricciones en cuanto al término de error que
puede utilizarse para probar los efectos del tratamiento. Es importante, entonces, asignar los factores en tal
forma que obtengamos la mayor precisién al comparar las interacciones y los efectos promedio de los
tratamientos en los que estamos mas interesados.

MUESTREO ALEATORIO

\
La distribucién aleatoria de los|tratamientos asignados a las parcelas principales se lleva a cabo en la forma
prescrita para el disefio seleccionado para los mismos.Los tratamientos de subparcelas seran distribuidos
aleatoriamente dentro de cada parcela principal, efectuando una distribucién aleatoria independiente para

i . .
cada parcela principal.

ANALISIS DE VARIANZA

Un experimento disefiado para probar el efecto de tres cultivos de abono vegetal sobre la produccién
subsecuente de remolacha azucarera, con dos niveles de fertilizacion de nitrégeno, fue planificado con un
disefio de parcela dividida, como el de la figura 8.1. Al principio se supuso que la remolacha azucarera
responderia en diversas formas a los abonos vegetales, dependiendo del nivel de fertilidad del nitrégeno; por
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tanto, el objetivo consistié en comparar tan precisamente como fuese posible el efecto de los abonos ;
vegetales en cada nivel de fertilidad. En consecuencia, las parcelas principales hubieron de ser dos niveles de
fertilizacién de nitrégeno, aplicados a la remolacha de azdcar en poco tiempo y repetidos tres veces en un
proyecto de bloque aleatorio completo. Las subparcelas fueron los abonos vegetales que crecieron durante el
otofio y el invierno anteriores a la siembra de la remolacha azucarera. Tos Tratamientos de ahono vegetal
fueron cebada (C), vicia (V), cebada y vicia creciendo juntas (CV) y barbecho (B). No se permitid que creciera
nada en las parcelas en barbecho, antes de sembrar la remolacha azucarera. Las producciones de las parcelas

de remolacha azucarera subsecuentes a los abonos vegetales se muestran en la figura 8.1 y se han ordenado
para su analisis en |a tabla 8.1.

El primer paso consiste en determinar las fuentes de variacion y los grados de libertad asociados; véanse las

dos primeras columnas de la tabla 8.2. Este y los pasos subsecuentes en el analisis se presentan en dicha
tabla.

P*Bioque | — Bloque Il Bloque 11

Parcela principal Sub-parcela
e e
I S
Nnc Niu ) Nl.'lzﬂ NL Nll! NJ—O

/‘I < jl
cviviB|c|cleviB|v]Blcv|v|c]v|B|clev]|Blevivic|vievlcl!s

000000.0000006000900

25.9|25.3|19.322.2(15.5/18.9 (13.8(21.0|18.0| %6.7| 24.8 | 24.2022.7(13.5 |15.0 | 18.3{13.2{19.6| 22.3(15.2{28.4(27 .6 25.4|20.5

Figura 8.1. Proyecto de parcela dividida. Las parcelas principales, (N 120, N,) . son los niveles de fertilidad del nitrégeno.
Las subparcelas CV, V, B, C son tratamientos de abono vegetal. Todas las parcelas estan planificadas en franjas a través
del terreno. Las producciones de las parcelas de cultivo de remolacha de azdcar a continuacién de los tratamientos de
abono vegetal estan dadas en toneladas de raices por acre.

.%Fuentes de variacion y grados de libertad

Los grados de libertad totales del experimento son (niveles de N x tratamientos de &Vx repeticiones)
~ 1=(2x4x3) - 1. Esta variacién total se denomina “'parcelas de N x AV" o sub)paf‘celaél Los grado‘s de
libertad que involucran las parcelas principales, (N x repeticiones) — 1 = (2 x 3) — 1 seseparan de acuerdo con

el disefio en el cual éstos se e ntrap disp toylen este caso en el de bloques completos al azar:
gl (bloques) =3 - ygi (N) =22 - 1/-\91 (Ea) =) gl (parcelas de N) — gl (B) — gl (N) = 5 — 2- 1.

Los grados de libertad para el AV = 4-1; paraNy AV = gIiN x gl (AV) = 1 x 3; y para el error (b) =
gl (parcelas de N y parcelas de AV) — gl (parcelas de N) — gi{AV) — gl Ny AV) = 23 — 5§—-3-3.

Término de correccion

(2X)?
C= T AV)’ donde r = nGmero de repeticiones (3), n = nimero de niveles de N (2), y (AV) = namero de

"tratamientos de aboﬁo vegetal (4).
C = (497.3)%/[3(2) (4)] = 10 304.47

88 Disefio de parcelas divididas
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Tabla 8.1. Producciones de raices de remolacha de azdcar (tons/acre) organizadas por tratamiento, parcela principal y

bloques.
Tratamientos Bloques Tratamiento
Libras de N/acre  Abono vegetal | I 1 Totales (T,)  Medias (X,)
0 Barbecho 13.8 13.5 13.2 40.5 13.5
Cebada 125 15.0 752 45.7 15.2
Vicia 21.0 7 22.3 66.0 22.0
Cebada-vicia 18.9 18.3 19.6 56.8 18.9
Totales de las parcelas principales (Tpp) 69.2 6?.5 70.3 209.0 =Tn, 17.4 = Xn,
120 Barbecho 19.3 18.0 20.5 57.8 19.3
Cebada 22.2 24.2 25.4 71.8 2.9
Vicia 25.3 24.8 28.4 78.5 2.2
Cebada-vicia 25.9 26.7 27.6 80.2 26.7
Totales de las parcelas principales (Tpp) 927 93.7 101.9 288.3 =Tn, 24.0 = fnz
Totales del bloque (Tb) 161.9 16§_.2 172.2 497.3 =3X 20.7=X
Abonos vegetales
B c \" Ccv
Totales (TAV)|  98.3 117.5 144.5 137.0
Medias .(')?AV_). 16.4 19.6 24.1 2.8
;
Tabla 8.2. Anélisis de varianza. Experimento de la rernolacha de azicar, nitrégeno X abono vegetal.
. e F requerido
Fuente de variacién gl Sc CcM Observado 5% 1%
Parcelas: N x parcelas de AV tsubparcelas)(?_fi:v 516.12
Parcelas de nitrdgeno: (parcelas principales) QV 274.92
Bibgiss 2V sV 3ms 1% oo 99.00
Nitrégeno 1. 26202 %2020 10418 1851 98.49
Error (a) 2 [ 5.03 2.515
Abonos vegetales 37 215.26 71.753 118.99 3.49 5.99
J:_; x AV 371870 6233 10.34
Error (b) 12/ 7.24 0.603
{
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Sumas de Cuadrados y Cuadrados Medios

Bloques
= (Ty)? 161.92+...+(172.2?
SCB z—ﬂ— e ( ) ( ) -FC=7.87/ Notese que el denominador (8) es el nimero de
n(AV) =7 A 2(4) ;

N
elementos que integra éada uno de los términos del numerador.

CMB = SCB/gl(B) = 7.87/2=3.935 *

Nitrogeno

e z_() C 0907+ 8
r(AV) 3(4)

f

CMN = SCN/gl(N) =262.02/1 = 262.02

Parcelas de N (parcelas principales)

2(Tom)* e (69.2)%+. .. +(101.9)2

Alpm) -2 -FC=1274.92
(AV) : 4

SC (parcelas de N) =

Error (a)

OOQOOOOQQOQOOOQp0@03f

SC(Ea) = SC (parcelas de N) ~SCB~SCN= 274.92 — 7.87 - 262.02 = 5.03

-

CM(Ea) = SC(Ea)/gl(Ea) = 5.03/2 =2.515

Tratamientos de abono vegetal

(s (98.3)2 +. .. +(137.0)
(Tv): _c-983 (370 ¢ - 21526
m 3(2)

CM(AV) = SC(AV)/gllAV) =215.26/3 =71.753

SC(AV) =

N x AV

T.)2 (40.5)2 + .. . +(80.2)*
SC(N x AV) =i’2- C-SCN-SC(AV) = —fC-2%2.02 - 215.26 =18.70

r
CM(N x AV) = SC(N x AV)/gl(N x AV) = 18 70/3 =6.233

Parcelas de (N x AV) (subparcelas)
SC parcelas de (N x AV) = Z(X)?- C=(13.8)2+(15.5)*+. . . +(Z.6)*~ C=516.12

Error (b)

SC(Eb) = SC parcelas de (N x AV} — SC (parcelas de N) — SC(AV) — SC(N X AV)
=516.12 - 274.92-215.26 -18.70=7.24

CM(Eb) = SC(Eb)/gl(Eb) =7.24/12 = 0.603
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VALORES F

Los efectos del nitrégeno y de blogue se prueban utilizando el error (a); los del abono vegetal y de la
interaccion del nitrégeno y los abonos vegetales se prueban mediante el error (b).

FparaN = 262.02/2.515 = 104.18 FparaN x AV =6.233/0.603 = 10.34. El valor F altamente significativo
para N x AV indica una diferencia en la respuesta comparativa del cultivo de remolacha de aztcar a los
abonos vegetales en los diferentes niveles de fertilidad.

SEPARACION DE MEDIAS

Pruebas F pertinentes N

Mediante la particién de la suma de cuadrados para la interaccion de N x AV, obtendremos un conocimiento
mayor acerca de la naturaleza de la interaccion. Diversas son las formas en que esto puede realizarse, pero la
particion para responder a las siguientes preguntas parece logica: ;respondio la remolacha de azucar en forma
diferente en los dos niveles de nitrégeno a la vicia versus no vicia?, ;al barbecho versus la cebada? ;a la vicia
versus la cebada y la vicia? La tabla 8.3 contiene los totales del tratamiento y un conjunto de coeficientes
ortogonales a ser utilizados en el célculo de la interaccién, asi como en otras comparaciones con un solo
grado de libertad. Los resultados de la particién se muestran en la tabla 8.4 y los célculos se indican a
continuacién de dicha tabla. '

Tabla 8.3. Coeficientes ortogonales para las comparaciones indicadas.

Tratamiento y totales del tratamiento
No , Nizo
B C; v Cv B Cc \% Cv
Comparacion 40.5 457 66.0 56.8 57.8 71.8 78.5 80.2
No Jys Mo -1 -1 -1 -1 1 1 1 1
VY NoV =1 -1 1 1 -1 -1 1 1
By C -1 1 0 0 -1 A 0 0
V y CV 0 0 -1 1 0 \40 =1 1
Nx(Vy NoV)” 1 1 -] -1 -1 9 1 1
Nx (B y C) 1 -1 0 0 -1 1 0 0
Nx(V y CV) 0 1 -] 0 0 -1 1
_(40.5 +45.7 -66.0-56.8-57.8 ~71.8 +78.5 +80.2)2 (7.5)2
SCIN x (VYNO V)] = = = 2.344

3(8) 24

Nuevamente, nétese la aplicacién de la formula para calcular una suma de cuadrados con un solo grado de
libertad:

[z(‘:iTl )]=
r(f.ci z)
numeradores.

SC= . En estos casos, todos los coeficientes (ci's) son £ 1 y no resulta necesario escribirlos en los
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Tabla 8.4. Componentes de varianza para la interaccion.

F obser- F requerido
Fuente de variacién gl sc CcM vado 5% 1%
. N x AV 3 18.70 6.233 10.34 3.49 5.95
Nx(Vy NoV) 1 2.34 2.34 3.88 4.75 9.33
N (B y C) ] 6.453 6453 1070
N x(VyCV) 1 9.901 9.901 16.42
Error (b) 12 7.24 0.-603
SCINx (By C)] = (40.5-457 -57.8 +71.8)2 - 6.453
3(4)
' SCINx(v yCyy 8608 =T8S B0

3(4)
Ahora podemos contestar las tres interrogantes planteadas anteriormente:

1) La diferencia en respuesta de la vicia en N, en comparacion con N, no es significativamente diferente, es
decir, en referencia a las medias de la tabla 8.6, 22.0 + 18.9 — 13.5 — 15.2 =12.2 no es
significativamente mayor que 26.2 + 26.7 — 19.3 — 23.9 = 9.7.

2) La diferencia entre el barbecho y la cebada en N, es significativamente menor que en N, es decir,
en la tabla 8.6, 15.2 — 13.5 = 1.7 es significativamente menor que 23.9 — 19.3 = 4.6.

3) La diferencia entre la vicia y la cebada-vicia es significativamente diferente en N, que en N,;, es decir,
en la tabla 8.6, 22.0 — 18.9 = 3.1 es significativamente diferente que 26.2 — 26.7 = —0.5.

Errores estandar ;

Tanto en la prueba de DSM como en la de rango miultiple de Duncan, los errores estandar se calculan en base
a la variabilidad dentro de las unidades experimentales a las cuales los tratamientos se aplican. En el disefio de
parcelas divididas, el calculo de los errores estandar para ciertos tipos de comparaciones de tratamientos se
vuelve mas complicado, como se puede observar en la tabla 8.5, puesto que tenemos dos fuentes de error
experimental... que incluyen parcelas principales y subparcelas.

Diferencias Significativas Minimas

En la tabla 8.6 se muestran las DSM para todas las comparaciones posibles de medias en el experimento de
abono vegetal de la remolacha de aztcar por fertilidad del nitrégeno. Los procedimientos para el célculo se
indican mas abajo. En realidad, puesto que la interaccion de N x AV fue bastante fuerte, hay poca justificacion
para presentar los efectos promedio del AV y del N, pero asi lo haremos aqui para ilustrar el procedimiento.

92 Disefio de parcelas divididas

\

1 €0 060000000000 0000000000.0000000000000000000000

1



3

JR00000000000000000000000000000000000000000000

4
\
|

:'— - - - 2 = il il i 5/-' :5‘" f’— f—- ~

Tabla 8.5. Errores estandar para un disefio de parcela dividida. °
Ea =error (a), Eb = error (b), @ = nimero de tratamientos de parcela principal, b = namero de

tratamientos de subparcelas, r = numero de réplicas
A = tratamientos aplicados a las parcelas principales B = tratamientos aplicados a las subparcelas.

Error estdndar o una media
; S_

Medias comparadas ( X )
Tratamientos de parcela principal: \/ Ea

Ko By rb
Tratamientos de subparcelas: / Eb

Bl = Bz ra

. - . - -,-'__

Tratamientos de subparcelas para el mismo tratamiento de parcela principal: / Eb

BIAI = BIAi \/ r
Tratamientos de subparcelas para diferentes tratamientos de parcela principal: / (b=1) Eb + Ea

B;A, - BA, 0 BA, - B, A, \/ b

® Nétese la aplicacion de s- enla determinacién de la DSM o la SCD: DSM = t/2 Sgi SCD = R (DSM).

Tabla 8.6. Aplicacion de las diversas DSM'’s para comparar medias del tratamiento en el experimento de la remolacha de
azdcar, N x AV en el proyecto de parcela dividida.

Abonos vegetales
Libras de Medias del

nitrégeno/acre Barbecho Cebada Vicia Cebaday Vicia" . nitrébgeno

Raices (tons/acre)

0 13.5 15.2 22.0 18.9 17.4
120 19.3 239 . 26.2 26.7 24.0
Medias del abono vegetal 16.4 19.6 24.1 22.8

DSM 5%: medias del N, 2.8; medias del abono vegetal, 1.0; entre abonos vegetales en el mismo nivel de N,
1.4; entre abonos vegetales en diferentes niveles de N, 2.9.

DSM Para diferencias entre tratamientos de parcelas principales (entre medias del nitr6geno).

2(Ea)
DSM o =1t " donde t_ es el valor tabular de t para los gl para el Ea.
2(2.515)
= 4.303 ——-—3?4—)- = 4,303(0.647) = 2.8 tons/acre.
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DSM para diferencias entre tratamientos de subparcelas (entre medias del abono vegetal).

2 Eb
DSM.os = 1, donde t, = valor tabular de t para los gl para Eb.
ra
2(0.603)
=2.179 W = 2.179(0.448) = 1.0 tons/acre.

DSM para diferencias entre tratamientos de subparcela para el mismo tratamiento de parcela
principal (entre medias del abono vegetal para el mismo nivel de nitrégeno).

2 Eb 2(0.603)
DSM os = t — =2.179 -—3—‘ =2.179(0.634) = 1.4 tons/acre.
r

DSM para diferencias entre tratamientos de subparcelas en distintos tratamientos de parcela
principal (para comparar diferentes medias del abono vegetal en distintos niveles de nitrégeno, o para
comparar medias para el mismo tratamiento de abono vegetal en diferentes niveles de nitrogeno).

000000 OV

" 0000000000000 0000000000000 00

2{(b—1)Eb+Eal
DSM.es =t b donde t,esun valor ponderado de t en algin punto entre los
r .

valores tabulares para t_ y t, que se calcula como si'gue:

(b=1) (Eb) (t,)+ Ealt,) _ (4-1) (0.603) (2.179) + 2.515(4.303)

too = -
ak (b—1) Eb + Ea _ (4=1) (0.603) + 2.515
14.
= -—-ﬂ: 3.414
4.324
2[(4-1) (0.603 2.515]
DSM os = 3.414 / ¢ ) ( 3(4))+ =3.414(0.849) = 2.9 tons/acre

RESUMEN

£l disefio de parcelas divididas algunas veces resulta (til para un conjunto de tratamiento factorial de dos factores.
Respecto al disefio de bloques completos al azar, se pierde precision al hacer comparaciones entre tratamientos de
parcelas principales, pero frecuentemente ésta se mejora péra comparaciones entre tratamientos de subparcela y para la
interaccién de tratamientos de subparcela dentro de tratamientos de parcela principal.
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La adicién de un tercer factor mediante la division de las subparcelas de un disefio de parcelas divididas da
lugar a un disefio de parcelas sub-divididas. Este disefio suele ser bastante Gtil en un experimento de tres
factores, a fin de facilitar las operaciones de campo o cuando resulta deseable mantener agrupadas
combinaciones de tratamientos; sin embargo, la restriccién adicional a la distribucion aleatoria hace necesario
el calculo de un tercer término de error, que se utiliza para probar los efectos principales del factor aplicado a
la segunda division, asi como todas las interacciones que incluyen dicho factor. El proyecto puede tener
ciertas ventajas en cuanto a las operaciones fisicas con las unidades experimentales, pero la necesidad de un
tercer término de error puede hacer bastante complicada la separacion de medias. Se deberéa consultar a un

biometrista antes de emplear este disefio.

El procedimiento para la distribucién aleatoria es el mismo que para el disefio de parcelas divididas, estando las
subparcelas divididas en sub-subparcelas, cuyo nimero coincide con los niveles de los tres factores, a los
cuales el tercer factor es aleatoriamente asignado... con una nueva distribucion aleatoria para cada conjunto
de subparcelas. La figura 9.1 ilustra la distribucién parcial de un disefio de parcelas subdivididas, para evaluar
los efectos de las fechas de siembra, del control del pulgén y de la fecha de recoleccién, sobre el control del
virus portador del pulgén en la remolacha de azicar. El procedimiento para la manipulacién gradual de los
datos de tal experimento se ilustrara con el efecto que ejercen estos tratamientos en la produccién de raices

de remolacha.

ORGANIZACION DE DATOS

Los datos que se ven en la tabla 9.1 estan organizados por tratamientos y por bloques. La tabla 9.2 esta
disefiada para suministrar los totales de las interacciones en dos sentidos y de los efectos principales.

ANALISIS DE VARIANZA

El analisis completo de varianza se muestra en la tabla 9.3. El procedimiento gradual para completar la tabla es
el siguiente: '

LA A A A A A A A A A A4 A Al A X X I Y T P Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YYXIYYI)TYY
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2quue ! o | Parcela I
" | principal
P, P, Py :
21.F Subparcela| I = |1V ,
: 3]
h PZ Pl Ps P3 Pz PJ g ,
Sz Sl Sz Sl S1 Sx ‘? - .
H, |H; |H |8
24.3123.8[20.9] © .
Subparcela @ ’
4]
P, P, P, P, | B|Ps|E ,
Si 52 S: sz sz Sz .8'
H, | H,[H,| @
23.1{31.2|40.4 S
7

¥

Figura 9.1. Fisonomia de un proyecto de parcela sub-subdividida, para un experimento de control viral de la remolacha de
azucar. Las parcelas principales son fechas de siembra (P., P,. P,) dispuestas en bloques aleatorios completos (I, II, III,
IV). Las subparcelas son rociadas (8,) y no rociadas (S,) para el control del pulgén. Las sub-subparcelas con fechas de
recoleccién a intervalos de cuatro semanas (H, , H, , H,). Las producciones de raiz de remolacha de azticar se muestran

para las sub-subparcelas de la parcela principal P; del blogue IV. Los datos completos de este experimento aparecen en
la tabla 9.1.

Fuentes de variacion y grados de libertad

La variacion entre las 72 unidades experimentales o sea las sub-subparcelas, se desglosa como se indica en la
tabla 9.3. Los grados de libertad para los tres términos de error pueden encontrarse por sustraccién, _
atendiendo a la distribucién de las fuentes de variacién. Error (a)=11-3-2=6error(b)=23-11-1-2=9
yerror(c)=71=-23-2-4 —2-4 = 36.

v
g
-
5
@
.
-

Término de correccién

X2
G = , donde p = nimero de fechas de siembra: 3; s = ndmero de tratamientos de rociado: 2; k
pshb
h = ndmero de fechas de cosecha: 3; y b = nimero de bloques: 4. '
(2227.4)*
C=——— = 68907.0939.
3(2)(3)(4)
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Tabla 9.1. Producciones de raiz de remolacha de azdcar (tons/acre), disefio de parcela subdividida, organizadas por
tratamiento y por blogue

O N

Tratamientos Bloques \‘7\ o
P S H ‘ | 1 11 v " Totales Medias
1 1 1 25.7 25.4 23.8 22.0 196.9bc— 242
2 31.8 29.5 28.7 26.4 / 116.4 29.1
3 34.6 373 2.1 23.7 | 124.6 31.2
TSP\ Sybnaieds92:1 92.1 81.6 72.1 (337.99 - 28.2
2 ] 27.7 30.3 30.2 33.2 \121.4P 30.4
2 38.0 40.6 4.6 31.0 144.2 36.0
3 42.1 43.6 44.6 42.7 173.0 43.2
Tsp 4. 107.8 114.5 109.4 106.9 [ 438.6 36.6
Tmp 7., /,.199.9 206.6 191.0 179.0 776.5
2 1 1 28.9 24.7 27.8 23.4 104.8¢- 26.2
) 2 37.5 31.5 31.0 27.8 127.8 32.0
3 38.4 32.5 31.2 29.8 131.9 33.0
Tsp 104.8 88.7 90.0 81.0 _364.5) 30.4
2 1 38.0 31.0 29.5 30.7 129.2 32.3
2 36.9 31.9 31.5 35.9 136.2 34.0
3 44.2 41.6 38.9 37.6 162.3 40.6
Tsp 119.1 104.5 99.9 104.2 427.7 35.6
Tmp 223.9 193.2 189.9 185.2 792.2
3 1 1 23.4 24.2 21.2 20.9 89.75~ 22.4
2 25.3 V7 23.7 243 101.0 25.2 §
3 29.8 29.9 24.3 23.8 107.8 97.0 ..
Tsp 785 818 69.2 69.0 ’298.5.7 - 249
2 ] 20.8 23.0 25.2 23.1 92.1 23.0
2 29.0 32.0 26.5 31.2 118.7 29.7
3 36.6 37.8 34.8 40.2 149.4 37.4
Tsp 86.4 92.8 86.5 94.5 360.2 30.0
Tmp 164.9 174.6 155.7 163.5 _658.7 )
Th 588.7 574.4 536.6 527.7 2227.4 =3X
C =(2227.4)*/72 = 68907.0939 S(X)*=71747.70

@,b/ < Véanse las notas al pie de la tabla 9.2.
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" Tabla 9.2.
Totales para las interacciones en dos sentidos
PxS PxH SxH

S, S, H, H, H, 5, S,
P, 337.9°  438.6 P, - 2183% 05 7.6 = M- - W45 BT
P,  364.5 427.7 P,  234.0 264.0  294.2 H,  345.2 399.1
P4 298.5 360.2 . P, 181.8 219.7 257.2 H, 364.3 484.7

Totales para los efectos principales
Fecha de plantacién Tratamiento de rociado Fecha de recoleccién

P, P; P S, S; H, H, H,

776.5 792.2 658.7 1000.9 12265 634.1 744.3 849.0

@ Tomado de la tabla 9.1: Total paraP,S, uncluyendo todas las cosechas y blogues.
b Total para P,H, incluyendo todos los romados y bloques = 96.9 + 121.4 = 218.3.
© Total paraS H, incluyendo todas las fechas de plantacién y bloques = 96.9 + 104.8 + 89.7 = 291.4.

Tabla 9.3. Analisis de varianza y disefio de parcela subdividida.

00000000 otmo-ooim-o@oiw)

F obser- F requerido
Fuente de variacion g scC CM vado 5% 1%
F i o
P xSxH parcelas (sub-subparcelas) (7'1 2 840.6061
KXS éarceias (subparcelas) r23 1542.8128
Parc%las de P (parcelas prlnCIDaIes) '|'| 698.9028
Blogues 34 \ 143.4561 47.8187
Fechas de siembra P24 ‘j 443.6886 221.8443 11.91 5.14 10.92
Error (a) 67/  111.7581 18.6264 :
Tratamiento de rociado 1< 706.8800 706.8800 81.21 512 0.5
PXS 9 < | 2 40.6875 20.3438 2.34 4.26 8.02
Error (b) \ 9/ 78.3425 8.7047
Fechas de recoleccion 2. 962.3353 481.1676 102.80 3.26 5.25
PxH 4 13.1097 3.2774 0.70 2.63 3.89
SxH 2 127.8308 63.9154 13.66 3.26 5.25
PxSxH 4 44.0192 11.0048 2.35 2.63 3.89
£ Error (c) 36 168.4983 4.6805
98 T
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Sumas de Cuadrados

RE TP ...+ (5277
SCB :——“--Fc = ol = C =143.4561 ;R
psh | 32 (3) s yi

ST . (77657 +.. .+ (658.7) :
F-C= - C=443.6886

shb .0, 23)(4)

S {T’ 2 2
sdMP)=—_me _¢ = (199.9)* +. . . + (163.5° C = 698.9028

f"rq’.\[r ¢ Sh 2(3)

SC(Ea) =SC(MP) - SSB —SCP = 111.7581

2T (1000.9)* + (1226.5)

phb - 3(3) (4)

- C =706.8800

SCS=

2T s (337.9)* +. . . +(360.2)
- C -SCP -SCS= - C —-SCP - SCS= 40.6875
3(4)
T, (92.1)* + . . . + (94.5)

SC (Subparcelas) =— -C
SC(Eb) = SC (subparcelas) SC - (MP) — SCS — SC(P x S) = 78.3425 -

SC(Px5§)=

—C=1524.8128 _-

2Th o (641r+. .+ @a9.0p

psbl 3(2) (4)

SCH =

- C=962.3353

b (218.3)* +. .. + (257.2)*
- C~-SCP-SCH= ~ C -SCP -SCH=13.1097
sb 2(4)

SC(PxH)=

2T (291.4)% + . . . + (484.7)
- C -SCS _SCH= = - C —-SCS-SCH= 127.8308
p

SC(Sx H) =

2

T
SC(P x § x H)=—:—"—c ~SCP -SCS - SCH-SC(PxS) - SC(P x H) — SC(S x H)

(96.97 +. ..+ (149.4)*

= —C -SCP -SCS -SCH -SC(P x S) =SC(P x H) =SC(S x H)

4
= 44.0192

SC (sub-subparcelas) = ZX* = C=(25.7) +. . . + (40.2)* - C = 2 840.6061

SC(Ec) = SC(sub- subparcelas) - SC (subparcelas) - SCH — SC(P x H) =SC(Sx H) —=SC(P xS x H)

= 168.4983

Andlisis de varianza
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Cuad rados-Medios

Los cgadrados medios se obtienen, como es usuai, mediante la divisién de los SC entre los grados de libertad
apropiados, es decir, CM (Ec) = 168.4983/36 = 4.6805.

VALORES F

El error (a), o sea la interaccién de B x P, se utiliza para probar los efectos de las fechas de siembra y de los
bloques; el error (b), que corresponde a las interacciones combinadas de Bx Smas Bx Px S, se emplea para
probar los efectos del tratamiento de rociado y la interaccién P x S; y el error (c), compuesto por las
interacciones combinadasdeBx H + B xP xH + B x$ xH + B x P xS x H, se utiliza para probar las
restantes fuentes de variacidn... aquellas asociadas con los tratamientos de sub-subparcelas.

SEPARACION DE MEDIAS

El procedimiento empleado para la separacién de medias dependeré de la naturaleza de los tratamientos, de
las preguntas que el investigador se haya propuesto contestar y de los resultados del anélisis inicial. Para
nuestro ejemplo, el analisis revela que los efectos de los tratamientos de rociado y de las fechas de cosecha
fueron los mismos para todas las fechas de siembra (no se registraron valores F significativos para P x §,

P xH y P xS xH), pero que las plantas que fueron rociadas para el control del pulgon se condujeron

en forma bastante diferente con respecto a la fecha de recoleccién que las plantas que no fueron rociadas
(valores F altamente significativos para S x H).

Una practica generalmente aconsejable en el resumen de los resultados de un experimento consiste en
presentar las medias de la combinacién de factores de mayor orden conjuntamente con las medias de la
combinacién de factores que parecen particularmente relevantes para las conclusiones que se van a obtener.
En nuestro ejemplo, la tabla 9.4 contiene las medias de la fecha de siembra x el tratamiento de rociado x la
fecha de recoleccién, las medias de la fecha de siembra y las medias para la integracién de mas alta
significacion, S x H.

Un grafico de la respuesta de las plantas rociadas en contraposicion a las plantas no rociadas a la fecha de
recoleccion, muestra la naturaleza de la interaccion (figura 9.2). Al parecer, la disminucion de la infeccion viral
a través del control del vector habilitaron a las plantas para crecer en una proporcién mds rapida durante el
periodo de tres cosechas. Este efecto puede examinarse cuantitativamente, y la naturaleza de la funcién de
respuesta de los tratamientos de rociado a la fecha de recoleccién se determina mediante la separacion de dos
grados de libertad para la misma, tanto para plantas rociadas (S,) como para plantas no rociadas (S,) en
componentes que probarén hasta qué punto las respuestas observadas corresponden a una funcién rectilinea.
Para separar los dos grados de libertad y las sumas de cuadrados de las fechas de recoleccion para cada
tratamiento de rociado, en componentes de regresion lineal y residual (tabla 9.5), utilizaremos los métodos
abreviados de anélisis de regresién para observaciones igualmente espaciadas, que se estudiaran en el capitulo
15. Notese que las fechas de recoleccién tienen lugar a intervalos de cuatro semanas (figura 9.2).

(291.4)* + (345.2)* + (364.3)*  (1000.9)

SC(H:S,) = =238.15
3(4) 3(12)
[-1(291.4) + 0 (345.2) + 1 (364.3)]*
SC(H, :§,) = = 221.43
B 12(2)
-100 Disefio de parcelas subdivididas
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Tabla 9.4.
T . Fecha de recoleccién dehfae(fj;isha
tamiento .
Fs?:rl:'lab?: 52 f::iado 8/27 9/24 10/22 de siembra @
Raices, tons/acre P

3/2 No 24.2 29.1 31.2
32.3

Si 30.4 36.0 43.2

4/2 No 26.2 32.0 33.0
33.0

Si 32.3 34.0 40.6

5/2 No 22.4 25.2 27.0
27.4

Si 23.0 29.7 37.4

Tratamiento de rociado x medias de la fecha de recoleccién ©

Sin rociado 24.3 28.8 30.4

Rociado 28.6 33.3 40.4

5%.

- 2.1,

c Significativo en el nivel del 0.1%:
fechas de H para diferentes trata

a Significativo en el nivel del 1%: DSM, 5% — 3.0.
b DSM, 3% entre tratamientos de rociado para la misma planta y fecha de recoleccién —
el mismo tratamiento de rociado y fecha de recoleccién —

Tabla 9.5. Sumas de cuadrados de fechas de recoleccién
la naturaleza de la respuesta.

3.7; entre fechas de siembra para
4.4. Lainteraccién P x S x H no es significativa en el nivel del

DSM, 5% entre fechas de H para el mismo tratamiento de rociado — 1.8; entre las
mientos de rociado o entre tratamiento de rociado para la misma fecha de recoleccién

para tratamientos de rociado, separados con el fin de determinar

F obser- P F requerido
Fuente de variacién gl sC CM vado 5% 1%

H:S, 2 238.15

Regresion lineal 1 221.43 221.43 47.31 4.11 7.39

Residual 1 16.72 16.72 3.57
H:S, 2 852.01

Regresi6n lineal 1 840.17 840.17 179.52

Residual 1 11.84 11.84 2.53
Error (c) 36 4.68

AR At A A A A A A A A A A A A A 2 d 2 R R R X R E Y X Y Y R E P X Y X YR XX Y Y )
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Nétese que aqui se aplica la férmula para calcular una suma de cuadrados de un solo grado de libertad:

o EETY | i
- r(E ,) - Las ¢; son polinomios ortagonales de la tabla A.11, n =3 (=1, 0, +1) y r es el nimero de
S elementos que integran cada total del numerador (3 fechas de siembra x 4 bloques = 12).

[1(291.4) -2 (345.2) + 1 (364.3)]?
SC(H_:s,) = = 16.72. A modo de comprobacidn del célculo, nétese que

R 12(6)
SC(H_:S,) +SC(H_:S,) = SC(H:S,)

Anéalogamente, las sumas de cuadrados de la fecha de recoleccion para S, se determinan y separan:

_ (342.7) + (399.1)* + (484.7)*  (1226.5)°

SC(H:S,) = - = 852.01
3(4) 3(12)
[=1(342.7) +0 (399.1) + 1(484.7))*
SC(H_:5,) = = = 840.17
12(2)
[1(342.7) —2(399.1) + 1(484.7)]?
SCH_:S,) = = 11.84
12(6)

Los valores F de la tabla 9.5 indican efectos altamente significativos de regresion lineal de la produccién de
raiz en fechas de recoleccién para ambos tratamientos de rociado. Los valores F no significativos del residuo
indican que las desviaciones de las medias con respecto a una linea recta pueden ocurrir frecuentemente por
azar.

Para hacer que estos datos coincidan con lineas rectas, utilizaremos la férmula para observaciones igualmente
espaciadas, presentada en el capitulo 15: ?L =Y + (K,P,)X " donde: ?Lz produccién de raiz estimada para la
funcién lineal. Una linea recta que conecte a dos ¥ _ cualesquiera de la linea recta que deseamos calcular. Y=
la media de las producciones para las cuales se ajusta la recta. K, se obtiene a partir de latabla A.11. P, =la
suma de cada media x un coeficiente de polinomio extraido de la tabla A.11. X’ es el valor codificado de cada
fecha de recoleccién en la escala de los polinomios de regresion lineal para n = 3, tabla A. 11.

Para hacer corresponder una linea recta que represente toneladas por acre en cada fecha de recoleccion para
plantas que no fueron rociadas (S,):

Y = (24.3 + 28.8 + 30.4)/3 = 27.8 tons/acre
K, = 4, véase la tabla A. 11 debajo de n=3 -
P,=-1(24.3)+0 (28.8 + 1 (30.4) = 6.1

Luego: ?L = 27.8 + [4(6.1)]X” = 27.8 + 3.05 X". Nétese que esta ecuacion se da en términos de los valores

codificados para las fechas de recoleccién, y que los valores de X’ para fechas de recoleccion son:

~

H, = -1, H, = 0y H, = +1. El célculo de un valor Y:_ para dos valores de X’ nos permite trazar la recta S, de la
figura 9.2:

¥ =27.8+3.05(-1)=24.75 y Y_=27.8+3.05(1)=30.85
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Tabla 9.6. Errores estdndar para comparaciones que involucran al factor C, tratamientos aplicados a las sub-subparcelas.
Los factores A y B son tratamientos aplicados a las parcelas principales y a las subparcelas respectivamente. Ea = error
{a), Eb = error (b), Ec = error (c), donde a, b y c son respectivamente, los numeros de la parcela principal, de la
subparcela y de los tratamientos de las subparcelas. Nétese que DSM = t/2 sz y SCD = R (DSM).

Al.BlC: bt A1 B1Cz

A,B,C, - A,B,C,

AB,C,- A,B,C,

/(c-l)Ec+Eb
rc

‘/b(c—l)Ec+(b—1)Eb+Ea

rbe

Comparacién Error estandar (SE) t calculado ©
Ec
-G rab
Ec
AC, - AC, ]
Ec
B,C, - B,C, ~
B,C, - B,C, \/ (c=1) Ec + Eb ) Ec(tc) + Eb(th)®
Blcl - Bzcz rac (C - ]) Ec + Eb
AC, - A,C, (c=1) Ec + Ea p = (e=1) Ec(tc) + Ea(ta)®
AC, - AC rbe (¢=1) Ec + Ea

_ (e = 1) Ec(te) + Eb(tb)
- (c=1) Ec + Eb

b(c = 1) Ec(tc) + (b—1) Eb(tb) + Ea(ta)
=

b(c-1)Ec+(b=1) Eb + Ea

respectivamente.

0000000000000 000000000000000000000000000000000

{

Diseiio de parcelas subdivididas

a En el calculo de la DSM, t = valor tabular de los gi para el término de error apropiado. Cuando una comparacién incluye
dos o0 mas terminos de error debe calcularse un valor t.
b Los simbolos ta, tb y tc son valores t tabulares, provenientes de la tabla A. 2 de los grados de libertad para Ea, Eb y Ec,
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Figura 9.2. Efecto que ejerce el control del portador sobre la disminucién de la proporcion de crecimiento de la
remolacha de azdcar. La diferencia entre las pendientes de las dos rectas (proporcién de crecimiento) muestra la
naturaleza de la interaccién S X H.

- Anélogamente, se hace corresponder una recta con S, como sigue:
Y =(28.6 +33.3+40.4)/3=34.1; K, = }5; P, = =1(28.6) + 0 (33.3) +1 (40.4) = 11.8

Portanto: ¥ =34.1+[A(11.8)1X", ¥_ =34.1+ 5.9 | :
Y, paraX’=-1es28.2y ¥_para X"=1es 40.0.

Para algunos experimentos que incluyen el disefio de parcelas subdivididas puede resultar deseable separar
ciertas medias a través de la DSM o la prueba de rango mdltiple de Duncan. Los calculos de errores estandar y
de ciertos valores t se indican en la tabla 9.6.

RESUMEN

El disefio de parcelas sub-subdivididas es una extensién del principio de parcelas divididas con subparcelas, que a su vez
dividen en sub-subparcelas, al cual se le asigna un tercer factor de tratamiento. El anélisis de varianza es mas complicado
que el de parcelas divididas, puesto que existen tres términos de error para probar efectos de tratamientos. Usualmente, el
factor asignado a las sub-subparcelas y las interacciones que incluyen dicho factor, se evaltian con mayor precisién que los
demas tratamientos.
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Capitulo
®

bloquée

A XY

10

Diseno de bloques
divididos

DISENO DE BLOQUES DIVIDIDOS

En esta variante del disefio de parcelas di
& Tactor A, Si las parcelas de A estan dispu

pueden eéfgr en franjas a lo largo

i

vididas, los niveles del factor B se aplican en franjas a lo largo de un
; @ loargo € 1)
estas en cuadro latino, las parcelas B

de una hilera o columna completa.,

Hileras

!

v

i

para un
experime

Este disefio facilita frecuentemente
sacrifica la precisién para medir los efectos principale
nivel de A dado se determina con bastante preci

las operaciones fisicas, aunque, cormparado con el de subparcelas,
s del factor B. La comparacién entre las medias de B

sién; cuando éste es el efecto principal que el

T
Hileras

439.8

422.3

384.5

ntador desea determinar, el disefio resulta bastante atil. La figura 10.1 presenta la disposicion de un
Columnas — | Il 1 %
H, H, H, H, H, H H H H H H H K H, H, H H, H H H
- [ N80 - N160 N0 N320
26.4/29.3] 10.1{ 23.1{18.2{34.2|185(22.4{303 108| 8.4129.2(15.6 [20.7 | 24.8/30.2|24.0{30.8 | 10.4{22.4
(107.1) 1116.2) (98.7) (1178)
(N total parcela )

N320 N-0 N80 N160
31.2|34.2] 10.3] 25.9] 19.2} 21.3{12.5(16.7[ 19.1| 5.2 10.8131.0 |16.9]21.2 | 26.0] 29.2(24.3 (35.2 [ 11.2{ 20 9
(120.8) (74.8) (105.9) (120.8)

N160 N80 30 N-0
28.0 | 31.2] 10.2| 22.316.9] 29.5]16.9] 20.4| 26.6 9.5] 9.8 |30.9 18.1123.91| 28.8] 13.6/13.9 [16.4 | 6.1| 10.5
(109.6) (102.9) (111.5) (60.5)

Y
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N-0 T ~ IN160 N8O
I [10.1) 114) 2.3 9.8)8.8|31.9]17.8| 22.8) 2.2 7.4 85|32.6|17.2]22.8]28:7( 23.1/20.9| 23.2 9.0/ 15.9

- (42.4) (109.1) (109.8) (92.1) 353.4
e L L] ||
paraH
parce-g 95.7 32.9 64.0 65.7  105.2 315 67.8  108.3 83.1 36.7
las 106.1 81.2 116.9 82.3 29 1237 88.6 9.1  105.6 69.7
T columnas — 3799 403.0 425.9 391.2 =X = 1600.0

Figura 10.1. Disposicién del experimento con la remolacha de azucar, de las producciones de parcelas (toneladas de
raices/acre) y de totales. Proyecto: bloque dividido. Las parcelas A son proporciones de N en un cuadro latino de 4 x 4.

Las parcelas B son cosechas a intervalos de tres semanas. Notese que las fechas de recoleccion, H, . .. Hs sonlas
mismas a través de cada columna de parcelas de N.

experimento de dosis de nitrégeno x fecha de recoleccién de remolacha azucarera y de producciones de
raices por subparcelas.

Las parcelas de A son las parcelas de dosis de nitrégeno dispuestas en un cuadro latino 4 x 4. Las parcelas de
B son fechas de recoleccién dispuestas en linea a través de las columnas, pero distribuidas al azar en forma
independiente para cada columna del cuadro latino. Las operaciones de recoleccion resultan faciles de realizar
cuando las parcelas que van a ser cosechadas en una fecha dada forman una columna continua; sin embargo
este arreglo necesita el calculo de un término separado de error, para probar el efecto principal de la fecha de
recoleccion, y reduce los grados de libertad para probar la interaccién N x H. Si el disefio con respecto a las
parcelas principales de nitrégeno fuese de bloques completos al azar, las columnas recibirian el nombre de

’

Tabla 10.1. Totales del tratamiento y medias; experimento con la remolacha azucarera de la figura 10.1.

Fecha de recoleccién
Dosis de N 1 2 3 4 5 T,
Totales
0 22.0 47.4 61.1 69.8 76.1 276.4
80 39.4 67.9 85.6 105.0 110.1 408.0
160 40.7 74.4 91.9 120.1 129.3 456.4
320 37.9 77.5 96.6 122.1 125.1 459.2
T, 140.0 267.2 335.2 417.0 440.6 1600.0
Medias
0 5.5 11.8 = 15.3 17.4 19.0
80 9.8 7.0 21.4 26.2 27.5
160 10.2 18.6 23.0 30.5 32.3
320 9.5 19.4 24.2 30.5 31.3
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ANALISIS DE VARIANZA
Tabla 10.2. Analisis de varianza. Disefio de bloque dividido.
. F requerido
Fuente de variacién gl SC CM " F calculado 5% 1%
Parcelas de N x parcelas de H(subparcelas) 79 5542.680
Parcelas de N 15 1503.720
Hileras 3 224.657 74.886
Columnas ' 3 58.063 19.354
Niveles de N 3 1101.328 367.109 18.41 4.76 9.78
Error(a) 6 119.672 19.945
Fechas de (H) 4 3710.765 927.691 111.92 3.26 5.41
Error(b) (C x H) 12 99.467 8.289
NxH 12 157.147 13.096 6.59 2.03 2.72
Error(c) (C x N x H) 36 71.581 1.988

bloques y las hileras representarian efectos que no podrian eliminarse; no obstante, en otros aspectos el
analisis estadistico seria similar al de la tabla 10.2.

Los totales necesarios para completar el andlisis de varianza se muestran en la figura 10.1y en la tabla 10.1.

Término de correccion

(=X
C= , donde r = namero de repeticiones, n = nimero de nivelesde N, y h = namero de fechas

rmh  de recoleccién.

(1600)*
4(4)(5)

= 32000.00

Sumas de cuadrados

2T
SCR = -C

nh

(439.8)* +. . . +(353.4)*

= - C =132224,657 - C = 224.657
4(5)

T,
SCC = -C

nh

Andélisis de varianza 107
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3799V 4. ..+ (39T.2)

= —- € =32058.063 - C = 58.063
4(5) .

a7
SCN = -C

rh

~ (27&.4)’ +...+(459.2)*
4(5)

-C=33101.328 - C=1101.328

2

SClparcelas de N) = : 2 C, donde Tnp =

= totales para parcelas de N

(10700 4. L L+ (92.1)2
- 5

- C=33503.720 - C =1503.720

SC(Ea) = SC (parceIEE_de N). —SCR —scc —SCN

=1503.720 ~ 224.657 - 58.063 — 1101.328 = 119.672

2T,
SCH=——_¢

n

(140.00* +. . . + (440.6)
4 - C=35710.765- C = 3710.765

2

SC (Eb) =——r—"" —C~SCC—SCH, donde T,

(95.7) +. .. + (69.7)
’ 4

—C—-SCC—-ScH

=35868.295~ C —~ SCC—~SCH = 99.467

2

SCINxH) =—2*"_c_SCN_SCH, dénde T
r

i, = totales para los tratamientos de N x H.

(22.00* +...+ (125.1¢
4

- C -~ SCN-SCH

=36969.240~ C -~ SCN - SCH = 157.147

108 o Disefio de bloques divididos
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SC(N x H parcelas) =2X* - C

-

=(26.4)* + (29.3)* +. ..+ (159)* = C=37542.68 - C
= 5542.680
SC(Ec) = SClparcelas de N x parcelas de H) — SC(parcelas de N) — SCH — SC(Eb) — SC(N x H)

=5542.680 —~ 1503.720 - 3710.765 — 99.467 - 157.147

=71.581

Cuadrados medios

Los cuadrados medios se obtienen mediante la division de las sumas de cuadrados entre los grados de libertad
asociados a cada uno de los mismos; por ejemplo:

SC(Ec) 71.581
= = =1.988
gl (Ec) 36 ;

CM(Ec)

Valores de F y comparacion de medias

Los valores F se determinan mediante la divisién de los cuadrados medios entre los términos de error
apropiados. Ea se utiliza para evaluar la hilera, la columna y los efectos del nivel de N; Eb,.para las fechas de
H; y Ec, para la interaccion de los niveles de N con las fechas de recoleccion.

El valor F altamente significativo para la interacciéon N x H, indica una respuesta diferente a la fecha de
recoleccidn, dependiendo del nivel de N. Las medias de N.x H en la tabla 10.1 muestran diferencias muy
pequenias en la produccion de raices en cualquier fecha de recoleccion entre plantas fertilizadas con 160 y 320
libras de N por acre, pero revelan diferencias crecientes en la produccién de raiz entre estos dos niveles y los
demas niveles de N, a medida que la época de recoleccién avanzé. La presentacion grafica de las medias
(figura 10.2) muestra la diferencia de las razones de crecimiento. Las curvas de crecimiento de la figura 10.2,
polinomios de segundo grado, parecen ajustar adecuadamente los datos. Estos son los tipos de funciones de
crecimiento que cabe esperar. Se ajusta una curva Unica a las medias de produccién de raices en los niveles N
160 y N 320.

La justificacion para el ajuste de curvas cuadraticas de regresion se obtiene mediante la separacion de las
sumas de cuadrados para el efecto de la fecha de recoleccion para cada nivel de N, determinandose las
varianzas para las pruebas F a fin de indicar qué tan bien se ajustan los datos mediante los polinomios de
grados sucesivos.

Usando los métodos de regresion del capitulo 15, se ha efectuado, en la tabla 10.3, la particién de las sumas
de cuadrados y se calcularon las ecuaciones de la figura 10.2. El procedimiento se muestra sélo para el caso
deN = 0.

Anélisis de varianza 109
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Figura 10.2. Producciones de raices de remolacha de aztcar, tal como son influidas por la fertilizacién con nitrégeno vy el
tiempo de recoleccién. La X en las ecuaciones de regresion es la semana de recoleccion.

Tabla 10.3 Sumas de cuadrados de la fecha de recoleccién para cada nivel de N, separadas para determinar la funciéii de
respuesta apropiada.

Nivel de N
Fuente de 0 80 160 320
variaciéon
gl sc CM sSC CcM sC CM sc CM

Fecha de H 4  461.957 836.085 1279.942 1289.928

Lineal 1 426.409 426.409  796.556 796.556 1242.110 1242.110 1199.025 1199.025

Cuadiatica 1 33.326 33.326 35.045  35.045 26.194 26.194 79.683 79.683

Residual 2 2.222 1.111 4.631 2.316 11.638 5.819 11.220 5.610

Sumas de cuadrados. N = 0 (veanse los totales de la Tabla 10.1).

(22.0)* +. ..+ (76.1) _ (276.4)?
4 4(5)

SCH = = 4281.805 - 3819.484 = 461.957

110 . Disefio de bloques divididos
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_2(22.0) — 1(47.4) +0(61.1) +1(69.8) +2(76.1)]*  (130.6)"
SCHL = S Ll LR ) = = 426.409, donde los coeficientes

10(4) 40

del numerador (—2, —1, 0 + 1, + 2) provienen de la tabla A.11 para ¢, bajo n = 5; el 10 en el denominador
es la suma de cuadrados de los coeficientes del numerador [ (=2)? + (=1) + (0)* + (1)* + (2)7] y 4 es el ndmero
de observaciones que integran cada total del numerador. Nétese la aplicacion de la ecuacién para determinar

. — [E(Ci Ti)]
una suma de cuadrados con un solo grado de libertad: §¢= =———=_

Ee?)

[2(22.0) - 1(47.4) = 2(61.1) ~1(69.8) + 2(76.1))* _ (~43.2)*
14(4) © 56

= 33.326. donde los coeficientes del

numerador provienen de la tabla A.11 para ¢, bajo n = 5; el 14 en el denominador es la suma de cuadrados de
dichos coeficientes; y 4 es el nimero de observaciones en cada total del numerador:

SCH,, =SCH - SCH_— SCH, = 461.957 — 426.409 — 33.326 = 2.222

Los 16 grados de libertad (4 por nivel de N) y las sumas de cuadrados asociadas, desglosadas en la tabla 10.3,
son aquellos para las fechas H, mas la interaccion de N x H. Nétese que la suma total de cuadrados de la tabla
10.3 (461.957 + ... + 1289.928 = 3867.912) es igual a la SC(fechas H) + SC(N x H) de la tabla 10.2. Por
tanto, un cuadrado medio para las pruebas F implicara ambos errores (b) y (c). Se obtiene un cuadrado medio
del error apropiado para las pruebas F, referentes a las fechas de recoleccion dentro de cada nivel de N,
mediante la combinacién de las sumas de cuadrados y los grados de libertad para el error (b) + error (c). Este
es el mismo término de error que se obtendria si el error (b) estuviera en un disefio de parcela dividida.

Errores (b + c) = (99.467 + 71.581)/(12 + 36) = 3.564. En consecuencia, F(Hq:NO) = 33.326/3.564 = 9.35.

F tabulado esta basado en 1y 48 gl y es igual a 7.19 para el nivel de significacion del 1%. Anélogamente, se
puede verificar que los componentes cuadraticos de las fechas de recoleccion para cada nivel de N son
altamente significativos y que las sumas residuales de cuadrados son todas no significativas.

Aplicando el método abreviado contenido en el capitulo 15, la ecuacién cuadratica de regresion para N = 0 de
la figura 10.2, se calcula como sigue:

Y, = (Y = K,P) + (K,P,) X"+ (K,P)X"? donde Y= (5.5+ 11.8+ 15.3 + 17.4 + 19.0)/5 = 13.8; de la
tabla A.11, K, =%, K, =%, v K, =", ; P, = =25.5) =1(11.8) + 0(15.3) + 1(17.4) + 2(19.0) = 32.6;
P, = 2(5.5) — 1(11.8) —2(15.3) —1.(17.4) + 2(19.9) = =10.8

Portanto, Y, =[13.8 —(%4)(=10.8)] + [(*4)(32.6)1X" + [(14.)(~10.8)] X*? = 15.34 + 3,26X” ~0.77 X"

Esta ecuacion puede reescribirse en términos de X, que es la semana de recoleccién, haciendo X = (X - 7)/3.
(Véase el capitulo 15.) '

-~

Yq =15.34 + 3.26 [(X = 7)/3] =0.77 [(X = 7)/3]* = 3.50 + 2.29X - 0.086X?

Errores estandar 11
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Capitulo 1 1

Subparcelas como
observaciones
repetidas

El prmcupno de parcela dw|d1da puede aplicarse a cnerth experimentos donde se hacen observaciones_
suceswas de la misma unidad experumentaFETurante mer‘t’o pericdojPor ejemplo, €on un cultivo de forraje
perenne, los datos de producci6n sueienpb’cenerse vanas vecesa aﬁo por un penWmés anos,s
Steel y forrie (A.13) se refieren a tal experimento como  parcelas divididas en el tiempqf”El procedimiento
escalonado para la manipulacion de tales datos se ilustrara en el siguiente/| jemploﬁos “dlé"tos_sm
‘produccién de materia seca de forraje en un experimento con variedades de alfalfa, incluyendo cuatro
variedades semilatentes, * dispuestas en un disefio de bfoques comp!etos al azar. Para sumpllf' car la e exposncnon

solo consideraremos los datos obtemdos en dos anos de expenmentaclén ./

ANALISIS PARA CADA CONJUNTO DE OBSERVACIONES

Se realiza un analisis de varianza para cada afio por corte.

a) Se tabulan los datos por variedad, corte y bloques, como en la tabla 11.1. (Para ilustrar el procedimiento,
mostramos tnicamente los datos de corte para el primer aiio. Los datos para el segundo afio se manejan en

forma analoga.)
b) Se realiza un anélisis de varianza para cada corte, de acuerdo con el disefio basico (tabla 11.2).

El procedimiento para calcular el término de correccién y las sumas de cuadrados se muestra més abajo, para
el corte 1.

=(61.50)*/20 = 189.1125
SClblogues)=[(11.91)* +. . . +(12.49)*]/4 -~ C = 0.1651
SClelementos)=[(14.46)* + . .. + (15.68)*]/5 - C = 0.4729
SC(total) = (2.69* + ...+ (3.05)* - C= 1.1801

SCl(error) = SC(totall — SC(bloques — SC(eIementos) = 0.5421

*En Meéxico se llaman asi a aquellas con capacidad de rebrote. (N. del R. T.) o113
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Los cuadrados medios se obtienen mediante la divisién de las SC entre los gl apropiados, es decir,

SCV  0.4729
(CMV)=z —— = —=0.1576.
gl(V) 3

ANALISIS ANUAL

Construimos una tabla de producciones totales por parcela, por afio (tabla 11.3). Para un afio dado, las
producciones totales son anélogas a los totales de parcela principal del disefio de parcelas divididas.

Tabla 11.3. Produccién total (tons/acre) por parcela por afio.

Bloques
Variedad It I v v Tvxy Xvxy
Afo 1 -
| 1 9.02° 6.98 10.62 9.52 10.96 47.10 9.42
2 8.84 9.83 10.06 9.30 9.5 47.53 9.51
3 9.74 9.28 11.74 9.71 10.60 51.07 10.21
4 11.40 9.93  10.83 9.65  10.13 51.94 10.39
Thixy 39.00 36.02 43.25 38.18 41.19 197.64
C, = (197.64)/20 = 1953.0785 S(X) = 1973.3862
Afio 2
1 11.88 11.33 11.81 12.22 10.65 57.89 11.58
2 12.15 10.98 12.20 11.30 12.54 59.15 11.83
3 12.92 11.95 12.05 11.88 13.19 61.99 1240 |
4 11.74 11.62 11.54 12.00 11.74 58.64 1073
Tbxy 48.69 45.86 47.60 47.40 48.12 237.67
C, = (237.67):/20 = 2 824.3514 3(X)* = 2 831.1491

9 Tomado de la tabla 11.1: 2.69 + 2.74 + 1.67 + 1.92 =9.02

El analisis de varianza de parcelas divididas se calcula para cada afio, como en la tabla 11.4.
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Tabla 11.4. Analisis de varianza. Primer afio, ensayc de variedades de alfalfa

F calculado F requerido
Fuente de variacion gl scC CM 5% 1%
Total (variedad x parcelas de corte) 79 34.8690
Parcelas principales (parcelas de variedad)19 5.0770
Bloques 4 1.9453 0.6484
Variedades 3 0.9014 0.3005 1.62 3.49 595
Error (a) (Bx V) 12 2.2303 0.1859
Cortes 3 26.4452 8.8150 69.96 3.49 5.95
Cortes X bloques 12 1.5122 0.1260 3.74 2.03 2.72
Cortes:x variedades 9 0.6217 0.0690 2.05 215 294
Error (b) (B x V x,C) 36 1.2129 0.0337

El término de correccion y las SC para el primer afio se obtienen como sigue (los valores utilizados provienen
de las tablas 11.1y 11.3):

C = (197.64)*/[4(20)) = 488.2696. Nétese que el factor 4 en el denominador representa el nimero de cortes
por observacion

SCB =[(39.00) +. . . + (41.19)*) /[4(4)] - C = 490.2092 - C = 1.9453
SCV =[(47.10)* + . . . +(51.94)*] /[4(5)] — C = 489.1710 - C =0.9014
SC(MP) =[(9.02)* +. . .+ (10.13)*]/4 — C = 493.3466 - C = 5.0770
SC(Ea)= SC(MP)—SCB—SCV=2.2303

SClcortes) =[(61.50)*+ ...+ (37.40)]/20 — C = 514.7148 - C = 26.4452

Noteseque SCC=(C, +C, +C,+C)-C o0 sea, es la suma de los términos de correccién para cada anélisis
de fecha de corte, menos el término de correccién total:

SC(CxB)=[(11.91)*+. .. + (8.10)*]/4 —C—SCC—SCB
=518.1723 —C—SCC—SCB = 1.5122

La eliminacién de SC(C x B) del error experimental es una variacién del analisis de parcelas divididas usual,’
donde dicho término suele dejarse en el error (b). Esto se elimina para parcelas divididas en el tiempo, puesto
que esa interaccion es, en general, significativa. Se puede ver el valor de F altamente significativo para CxB
en la tabla 11.4. Dado que es significativamente distinto del error (b), CM{C x B) es el término de error
apropiado para probar el efecto principal de corte; la F calculada para cortes sera = 8.8150/.1260 = 69.96.

116 Subparcelas como observaciones repetidas
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SCI(CXV) = [(14.46)* +. . . + (9.48)*] /5 —C—SCC—SCV
= 516.2379 —C—SCC—SCV = 0.6217
SC(Total) = (2.69)* + .. .+ (1.78)* - C = 523.1386 - C
=(E(X) e, + ... +E(XNe]=-C
=[190.2926 + . . .+ 70.7756) - C = 34.8690

ademéds, SC(Total) = SCc, +...+SCc,+SCC
=1.1801+ ...+ 0.8376 + 26.4452 = 34.8690
SC(Eb) = SC(Total) —SC(MP)—SCC-SC(C x B)—SC(C x V)
= 34.8690 - 5.0770 — 26.4452 — 1.5122 - 0.6217 = 1.2129

Separacion de medias

El error (a) es el CM apropiado para emplearlo en la comprobacion de las diferencias entre medias de las
variedades para un solo afio durante todos los cortes. El valor de F para variedades no es significativo. ,
Normalmente, el analisis de los efectos de las variedades anuales terminaria aqui; sin embargo, las variedades
1y 2 estan estrechamente relacionadas, dado que la 2 es una seleccién a partir de la 1, para una alta
produccion de semillas. Por tanto, los tres gl y las SCV pueden desglosarse como en la tabla 11.5.

Tabla 11.5. Particion de la suma de cuadrados para las variedades de la tabla 11.4.

F observado F requerido
Comparacién gl CM 5% 1%
1y2vs3y4 : 1 '0.8778 4.72 4.75 9.38
1vs 2 1 0.0046
3vs 4 1 0.0189
Error(a) 12 0.1859

Célculos de la suma de cuadrados y de los cuadrados medios de la tabla 11.5. Estos totales utilizados
provienen de la tabla 11.3:

(1'y 2vs3 y 4)=(47.10+ 47.53 — 51.07 - 51.94)* /[4(20)] = 0.8778
SC(1vs 2)= (47.10 - 47.53)*/12(20)] = 0.0046
SC(3 vs 4)= (51.07 ~ 51.94)*/[2(20)] = 0.0189

Anélisis anual 1"
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El valor de F para comparar las dos variedades similares con las demés es casi significativo en el nivel de 5% s
por tanto, resultaria inconveniente concluir, sin mayores pruebas, que no existen diferencias entre las
variedades. Ademas, el valor de F para variedades x corte (tabla 11.4) es casi significativo en el nivel de 5%, y
sugiere la consideracién de posibles interacciones. La naturaleza de este tipo de experimento suele producir
diversos CM del error que difieren considerablemente entre fechas de corte (tabla 11.2); por ende, el error
apropiado para examinar medias de variedad para una fecha de corte dada es el CM del error de dicha fecha
de corte. En la tabla 11.6, las SC de variedades para cada fecha de corte han sido separadas y sometidas a
prueba de significacion mediante la aplicacién del término de error para fecha de corte. Esto conduce a
suponer la existencia de una interaccién variedad x corte, ya que las dos variedades estrechamente
relacionadas (1y 2), produjeron menos en la época temprana y en la tardia, aunque se condujeron en forma
comparable a las otras dos variedades a mitad de estaciéon. Aunque las cuatro variedades se clasifican como
semilatentes, la 1y la 2 parecen més latentes que la 3y la 4.

El procedimiento para desglosar las SC para el primer corte se presenta a continuacion (tabla 11.6). Los totales
utilizados provienen de la tabla 11.1.

Tabla 11.6. Cuadrados medios por cortes primer afio, ensayo de variedades de alfalfa.

SCc% CcMm
Fuente de variacién gl #1 #2 #3 #4
Variedades 3 (0.4729) (0.2547) (0.5660) (0.2295)
Viy VvsV, y V, T 0.3920* 0.2268 0.1566 0.1411*
Y, vs V, 1 0.0185 0.0058 0.0960 0.0548
Vyvs VY, 1 0.0624 0.0221 0.3133 0.0336
Error 12 0.0452 0.0937 0.1233 0.0247

@ Sélo los valores entre paréntesis son SC
*Se excede el valor F requerido para la significacién en el nivel del 5%. F 45 requerido, gl '/ = 4.75

Sumas de cuadrados para los cortes nlimero 1:

SCIV, v VyvsV, y V,)=(14.46 + 14.89 — 16.47 — 15.68)* /[4(5)]
SC(V, vs V,) = (14.46 — 14.89)/[2(5)]
SC(V, vs V,) = (16.47 - 15.68)3/[2(5)]

Errores estandar. Los errores estandar para la separacién de medias a través de la DSM o del método de la
prueba de rango multiple de Duncan para la comparacion, son:

118 Subparcelas como observaciones repetidas
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1. Dos medias de variedad, incluyendo todos los cortes.

a) Para medias con base en un corte:

s_ = Ea donde r = nimero de bloques, y ¢ = numero de cortes. En el calculo de los valores
% —
rc
de 1a DSM o de la SCD de Duncan para esta y las otras separaciones de medias mas abajo, los

valores tabulados de t, o factores studentizados, estan basados en los gl para el CM del error
correspondiente. Notese que DSM=1ty/ 2 s_ y SCD =R (DSM).

c Ea

b) Para medias con base en el total por estacién, es decir, tons por acre por afio: s, =
r

MCI(C % B)

rv

2. Para dos medias de corte: g _ =
X {fE_ |
3. Para dos medias de variedad en el mismo corte: s; = \/r— donde E es el cuadrado medio del error

para el corte particular (tabla 11.2).

4. Para dos medias de corte en la misma variedad o en otra diferente s; = —donde E,y E, son

2r

los CM del error para los dos cortes. Nétese que E, y E, se promedian en el calculo de este error
estandar de una media.

COMBINACION DE DOS O MAS ANOS

Ademas de analizar el rendimiento de las variedades en cada afo, el investigador suele estar interesado en el
rendimiento de las variedades durante una serie de afios, asi como en la posible interaccion de las variedades
en el transcurso de éstos. Los resultados de diversos afios, incluyendo varios cortes por afio, pueden
combinarse como un analisis de parcelas sub-subdivididas, las variedades como parcelas principales, los afios
como subparcelas, y los cortes como sub-subparcelas; pero, la interaccion de variedades x afios x corte

no es, por regla general, de primera importancia. Los analisis anuales mas un analisis individual de los totales
de todas las parcelas durante una serie de afios es lo que se requiere, generalmente, para tomar una decision
en cuanto a la variedad més apropiada. .

Para ilustrar el procedimiento de combinacién de los rendimientos anuales de cada variedad durante varios
anos, utilizaremos solamente los datos obtenidos en dos afos.

a) Se calcula un analisis de varianza para parcelas principales de cada afio, como en la tabla 11.7 (véase la
tabla 11.3 para los totales anuales).

Combinacién de dos o més ailos 119
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Tabla 11.7. Analisis de varianza de la produccién total por parcela para cada afio.

scC - CM
Fuente de variacion gl Afio 1 Afio 2 Afio 1 Afio 2
Total 19 20.3077 6.7978
Blogues 4 7.7544 1.1261 1.9386 0.2815
Variedades 3 3.6054 1.9254 1.2018 0.6418
Error (B x V) 12 8.9479 3.7462 0.7457 0.3120

Los célculos para el término de correccién y las SC son idénticos a los efectuados a continuacion de la tabla
11.4, excepto en cuanto a la omisién del factor 4", el nimero de cortes, del denominador. Esto mantiene a
las SC sobre la base de produccién total por parcela por afio, en vez de hacerlo sobre la base de corte de la
tabla 11.4. Los célculos para el primer afio se presentan a continuacién (los totales utilizados provienen de la
tabla 11.3): — T

C, = (197.64)*/20 =1953.0785
SCB=[(39.00)* +... +(41.19)* 1/4 - C=7.7544
SCV=[(47.10 +. .. + (51.947/5 - C= 3.6054

SC(Total)= [(9.02)* +. . .+ (10.13)*] = C = 20.3077
SC(Error) =SC(Total) ~SCB - SCV= 8.9479

b. Se construye una tabla de produccidn total por variedad durante todos los afios que se van a combinar
(tabla 11.8):

Tabla 11.8. Produccién total por parcela por variedad durante dos afios.

Eloyme Xv, tons/
Variedad I I sl v \' Tv acre/afio
1 20.90¢ 18.31 22.43 21.74 21.61 104.99 10.50
2 209  20.79 22,26 20.60 22.04 106.68 10.67
3 22.66 21.23 23.79. 21.59 23.79 113.06 11.31
4 23.14  21.55 22:37 - +21.65 21.87 110.58 11.06
Tb 87.69  81.88 %0.85  85.58 89.31 435.31

* Tomada de la tabla 11.3:  9.02 + 11.88 = 20.90
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¢) Se calcula el analisis combinado de varianza de la tabla 11.9.

Tabla 11.9. Analisis de varianza de producciones anuales durante un periodo de dos afios.

F observado F requerido
Fuente de variacion gl sC ™M 5% 1%
Total(variedad x parcelas por afio) 39 67.1654
Parcelas principales (parcelas de variedad) 19 14.0138
Bloques 4 6.1058 1.5264
Variedades 3 4.0323 1.3441 4.16 3.49 5.95
B x V (Error (a)) 12 3.8757 0.3230
Afos 1 40.0600  40.0600 55.29 4.49 8.53
VxY 3 1.4985 0.4995 0.69 3.24 5.29
BxY 4 2.7747 0.6937
BxVxY 12 8.8184 0.7349
Error (b) 16 11.5931 0.7246

Los totales utilizados en los calculos se encuentran en las tablas 11.3 y 11.8. El término de correccién y las SC
se calculan como sigue: C = (435.31)*/yrv donde y = nimero de afios, r = ndmero de bloques, y v =
nimero de variedades. Notese que el nimero de cortes por afio no forma parte del denominador. Las
observaciones se encuentran sobre la base de produccién total por parcela por afio.

C = (435.31)3/[2(5) (4)] = 4737.3699
SCB=[(87.69)* +. .. +(89.31)’1/[4(2)] - C = 4743.4757 - C =6.1058 ‘
SCV=[(104.99)* + . . . + (110.58)%1 /[2(5)] = C = 4 741.4022- C = 4.0323
SC(MP)=[(20.90)* +. . . + (21.87)1/2 - C = 4751.3837~ C = 14.0138
SC(Ea)= SS(MP)—SCB — SCV= 3.8757
SCY=[(197.64)* + (237.67)"1/(4(5)] - C = 4 777.4299 - C = 40.0600
SCIVxY)=[(47.10)* +. . . + (58.64)*]/5 = C = SCV -SCY
= 4782.9607~ C -SCV =SCY = 1.4985
SC(BxY)=[(39.00)* +...+(48.12)01/4 = C =SCB -5SCY
= 4786.3104~ C -SCB -5CV = 2.7747
SCltotal) =[(9.02 +. ..+ (11.74)] - C = 4804.5353~ C = 67.1654
SC(Bx V xY) = SCltotal) —SC(MP) —SCy — SC(V xY) —SC(B x Y) = 8.8184

Combinacion de dos o0 més afios h A
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“Larazén F, CM(B x Y)/CMI(B x V x Y), se acerca a la unidad, indicando la ausencia de la interaccion B x Y.
- Esto justifica la combinacién de las SC y los gl para estas dos fuentes de variacion, a fin de formar i error (b),
que puede utilizarse para probar tanto la interaccién V x Y como el efecto de los afios.

F(V x Y) = 0.4995/0.7246 = 0.69
F(Y) = 40.06/0.7246 = 55.29

No hay indicios de una interaccion V % Y, aungue existe un efecto de afio altamente significativo.
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RESUMEN

(Parcelas divididas como observaciones repetidas)

El muestreo periédico de la produccion de parcelas, como los cortes repetidos en parcelas de variedades perennes, la
repetida recoleccion de frutos de los mismos arboles o el muestreo ciclico del contenido de nutrientes en el suelo de
parcelas en cierto periodo se pueden analizar mas apropiadamente en un proyecto de parcela dividida. Frecuentemente la
interaccion de bloque x tiempo de recoleccion (o muestreo) es significativa y se utiliza como un término de error para
probar el efecto principal de la observacion repetida.
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Transformaciones

{Que hacer cuando los datos
violan las reglas)

Un investigador que se conforma con aprender las ‘‘recetas’ para llevar a cabo un analisis de varianza, sin
buscar el dominio y la comprensién de los principios inherentes al mismo, puede encontrarse con serios
problemas. Sea que los comprenda o no, el investigador haré ciertas suposiciones acerca de sus datos cuando
realice un analisis de varianza. Si los datos no concuerdan con estas suposiciones, dicho andlisis puede dar
lugar a que el investigador llegue a conclusiones que no tienen justificacion. Asimismo, el investigador puede
descuidar conclusiones importantes que se alcanzarian si los datos fuesen analizados adecuadamente.

SUPUESTOS DEL ANALISIS DE VARIANZA

Los supuestos sobre los que se basa un andlisis de varianza son, en resumen:

1. Los términos de error son‘aleatoria, independiente y normalmente distribuidos.

2. Las varianzas de las diferentes muestras son homogéneas.

3. Las varianzas y las medias de las distintas muestras no estan correlacionadas.

4. Los efectos principales son aditivos.

A continuacién, estudiaremos detalladamente estos supuestos.

Normalidad

Afortunadamente, las desviaciones del supuesto de normalidad no afectan muy seriamente la validez del
anélisis de varianza. Existen pruebas de normalidad, pero resulta bastante futil aplicarlas, a menos que el
numero de muestras con las que estamos trabajando sea definitivamente grande. La independencia implica
que no hay relacion entre el tamafio de los términos de error y la agrupacién experimental a la cual pertenecen.
Puesto que las parcelas adyacentes de un campo tienden a estar mas estrechamente relacionadas entre si

que las parcelas aleatoriamente distribuidas, resulta importante evitar que todas las parcelas que reciben el
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utilizando.

Homogeneidad de varianzas
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-ITIIS‘m-O tratamiénto ocupen posiciores adyacentes en el campo. Esta es una de las principales razones para
inS:st!r-en no dividir en subparcelas una parcela que recibe cierto tratamiento y referirnos a las mismas como
repeticiones. La mayor seguridad contra violaciones evidentes del primer.supuesto del anélisis de varianza
consiste en llevar a cabo la distribucién aleatoria adecuada al disefio experimental en particular, que estarn'os

La pnmera referencia en este libro al anélisis de varianza (capitulo 3) versé sobre un ejemplo simple con dos
tratam!entos, repetido cada uno cinco veces. Notara el lector que supusimos que las varianzas dentro de cada
tratamiento estimaron una varianza comun. Por tanto, nos sentimos justificados para utilizar el promedio de
estas dos varianzas como la mejor estimacién de ¢? en vez de hacerlo con cualquiera de las otras dos por
separado. Analogamente, en el capitulo 4 empleamos un “‘cuadrado medio de error combinado”, o un
promedio de cuatro varianzas, para obtener la mejor estimacién de la varianza comdn.

Si las varianzas dentro de tratamientos diferentes fuesen de hecho distintas, no tendriamos justificacion para
combinarlas. Supongamos, por ejemplo, que las repeticiones de dos de los tratamientos fueron en realidad
muestras de poblaciones con grandes varianzas, mientras que aquellas de los otros dos tratamientos se
obtuvieron de poblaciones con varianzas mucho menores. Resulta obvio que la diferencia requerida para la
significacién seria mayor para los dos tratamientos con mas alta variabilidad que para los dos de menor
variabilidad. Promediar las varianzas mayores y menores podria arrojar resultados engafiosos. La diferencia
entre dos tratamientos con varianzas grandes puede ser considerada significativa, cuando en realidad ésta
pudo haber ocurrido facilmente, por casualidad. Por otro lado, la diferencia entre dos tratamientos con
varianzas pequefias puede ser declarada no significativa cuando, de hecho, lo era. Los siguientes datos de un
experimento hipotético con cuatro tratamientos, cada uno repetido cinco veces, ilustraran esta situacion.

AR %

Repeticién
Tratamiento 1 2 3 4 5 Total Media s?
A 3 1 ] 4 15 3 2.5
B 6 8 Vi 4 5 30 6 25
C 12 6 R 3 15 45 9 2.5
D 20 14 11 7 8 70 14 22.5

Realizando el analisis de varianza en la forma
habitual, obtenemos:

Fuente de variacion gl SC CM F
Tratamientos 3 330 110 ° 8.8**°
Error 16 200 12.5

aUn procedimiento comun es usar * *= *%% nara denotar
la significacion estadistica en el nivel de 5,1, vy0.1%,
respectivamente.

Nétese que el cuadrado medio del error es el
promedio de las cuatro varianzas individuales dentro
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de los tratamientos. El valor F es altamente
significativo. Calculemos ahora una DSM:

+ V2ESM/r = 2.12 /5 = 4.74

DSM . =

Puesto que la diferencia de medias entre los
tratamientos A y B es de solamente 3, podriamos
concluir que ésta no fue significativa. La diferencia
de medias entre C y D es igual a 5; por tanto, ésta
podria denominarse significativa en el nivel de 5%;
sin embargo, notamos que las varianzas deCyD
son nueve veces mayores que las de Ay B. El
supuesto de que las varianzas son homogéneas es
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Esto nos conduce precisamente a las conclusiones
opuestas respecto de las diferencias entre Ay By
_entre C y D. Posteriormente veremos como probar
los datos para la homogeneidad de varianzas. En
cuanto a lo que podemos hacer al encontrar datos

puesto en seria duda. Por tanto, resultaria mas
razonable analizar A y B por separado de CyD.

El analisis para A y B es:

Fuente de variacion 9! 5C O F en los que las varianzas no son homogéneas, hay
T : ) %5 2.5 9 diversos cursos que podemos seguir. Primero,
AR podemos separar los datos en grupos, de modo que
Error 8 20.0 2.5 las varianzas dentro de cada grupo sean
homogéneas. Luego cada grupo puede analizarse
ParaCyD: por sgparado, como lo hicimos en el ejemplo
anterior. Segundo, podemos utilizar un método
Fuente de variacién gl sC ™M F descrito en textos mas avanzados de estadistica, el
cual contempla un procedimiento bastante
TratAmiBros ] A28 429 . Rions complicado zara popnderar medias de acuerdo a sus
Error 8 180 22.5 varianzas. Tercero, podemos transformar los datos
en forma tal que éstos sean homogéneos. Este

método se analizard mas ampliamente en el
presente capitulo.

Independencia de medias y varianzas

En algunos datos existe una relacion definida entre las medias de las muestras y sus varianzas. Este es un caso
especial y la causa més comun de heterogeneidad de varianza. Una correlacion positiva entre medias y
varianzas suele encontrarse cuando existe un amplio rango de medias de la muestra.

Supongamos, por ejemplo, que estuvimos probando los efectos de diversos insecticidas sobre el pulgén, y
que estuvimos midiendo su eficacia mediante el conteo del nimero de pulgones por hoja, después de la
aplicacién. Silas medias de dos tratamientos bastante ineficaces fueran 305 y 315, naturalmente vacilariamos
en otorgar demasiada importancia a esta diferencia. Por otro lado, si las medias de otros dos tratamientos
fuesen 5y 15, tenderiamos a pensar que esta diferencia fue apreciable, impresionados por el hecho de que
una de ellas fue tres veces mayor que la otra. Bajo el supuesto de que las varianzas son homogéneas y no
relacionadas con las medias, tendriamos que otorgar tanta importancia a la diferencia entre 305 y 315 como a
la diferencia entre 5 y 15, puesto que las diferencias reales son las mismas en ambos casos. Probablemente
enfrentariamos un sentimiento de intranquilidad de que algo estuvo mal. El examen de las diversas muestras
revelaria casi sequramente que en general las muestras con medias grandes presentarian también grandes
varianzas y que aquellas con medias pequefias presentarian varianzas reducidas. Entonces el supuesto de que
las medias y las varianzas no estan correlacionadas resultaria falso, y un anélisis de varianza ordinario de los

datos en bruto no tendria validez.

Tomemos un ejemplo mas extremo. Un investigador desea probar el efecto de una nueva vitamina sobre el
peso de algunos animales. Es su deseo incluir un amplio rango de animales en sus pruebas, de modo que elige
ratones, gallinas y ovejas. El sentido comun diria que una diferencia de media libra en los pesos medios de dos
lotes de ovejas se consideraria despreciable y se atribuiria facilmente a la casualidad. Una diferencia de media
libra en los pesos medios de dos lotes de gallinas se consideraria muy grande, pero no mas all4 del reino de las
posibilidades. Una diferencia de media libra en los pesos medios de dos lotes de ratones, se consideraria algo
absolutamente fantastico. Este es un ejemplo reconocidamente extremo y casi absurdo, pero sirve para
enfatizar el punto de que el supuesto de independencia de varianzas y medias no debe aceptarse ciegamente.
Debemos examinar los datos y, si es necesario, probar la validez del supuesto, antes de proceder con el analisis
de varianza.

Otros tipos de datos, que frecuentemente muestran una relacién entre varianzas y medias, son aquellos
basados en conteos y los que consisten en proporciones o porcentajes. Ahora, supéngase que encontramos
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que e)-fiste una relacién entre varianzas y medias; ¢/significa esto que estamos forzados a abandonar el anélisis
de varianza como método para analizar los datos? Afortunadamente, esto no suceca con frecuencia. A menudo
poc}emos transformar los datos en forma tal que el supuesto de independencia entre varianzas y me.dias sea
valido. Luego podemos proceder con el anélisis de varianza de los datos trasformados.

°
§
o
-
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Aditividad

P?ra~cada disefio experimental existe un modelo matematico denominado modelo lineal aditivo. Para un
d1sen(_3 completamente aleatorio, este modelo es Xi:i + t.+ e., que expresa que el valor de cualquier unidad
experimental estd compuesto por la media general més el efecto de tratamiento, méas un término de error. El
modelo correspondiente para un disefio de blogue completos al azar es: Xij =X+ t+ bj t e;:; que expresa

que cualquier unidad experimental estd compuesta por la media general mas un efecto de tratamiento, mas un
efec'fo df: bloque, mas un término de error. El aspecto importante, que debe notarse en estos modelos, es que
los términos se suman; de ahi el término aditividad.

El modelo para un disefio en blogues completos al azar, por ejemplo, implica que un efecto de tratamiento es

el mismo para todos los blogues y que el efecto de bloque es el mismo para todos los tratamientos. En otras

palabras, si se encuentra que un tratamiento incrementa la producciéon en cierta cantidad promedio por .
encima de la media general, suponemos que aste tiene el mismo efecto en los blogues de alta produccion que

en los bloques de baja produccion.

e supuesto no seria correcto; por ejemplo, en un

Podemos concebir diversas situaciones en las que est
s bloques pueden producir menos que

experimento para probar el efecto de N sobre la produccion, alguno
otros, debido a un bajo nivel natural de N en el suelo. Cabe esperar que las parcelas dedichos bloques se

beneficien mas con la adicién de nitrégeno que las parcelas de blogues, en que la reserva natural de nitrogeno
era ya adecuada. Por otro lado, supéngase que la baja produccion se debi6 a una reserva inadecuada de
humedad. Entonces, cabe esperar que el suministro de nitrégeno tenga resultados poco halagiiefios en estos
bloques de baja produccion, pero que origine un notable incremento de la produccién en los bloques donde
hubo suficiente agua. Otra situacion puede ser aquella en |a cual el efecto de un tratamiento es incrementar la
produccion en cierto porcentaje O proporcion. Esto recibe el nombre de efecto multiplicativo de tratamien-

to.
En cualquiera de los casos anteriores, el supuesto de aditividad seria incorrecto; este hecho debe reconocerse
en el analisis de los datos. En el caso de efectos multiplicativos de tratamiento, se registran nuevamente

transformaciones que cambiaran los datos para ajustarlos al modelo aditivo.

PRUEBAS PARA LAS VIOLACIONES DE LOS SUPUESTOS

Ahora estamos en condiciones de brindar algunos ejemplos especificos de datos que no cumplen uno o méas
de los supuestos del analisis de varianza. Mostraremos cémo probar dichos supuestos Y las formas en que

pueden transferirse los datos, de modo que resulten adecuados. A continuacién presentamos algunos
ado en parrafos anteriores, sobre

datos hipotéticos que pueden obtenerse en un experimento como el estudi

los efectos de una nueva vitamina en ratones, gallinasy ovejas:
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Bloque
Especies — tratamiento I I " % Total Media
— | Ratones—control 0.18 0.30 0.28 0.44 1.2 0.3
Ratones—vitamina 0.32 0.40 0.42 0.46 1.6 0.4
Subtotales 0.50 0.70 0.70 0.90 2.8 0.35
Gallinas—control 2.0 3.0 1.8 2.8 9.6 2.40
Gallinas — vitamina 2.5 3.3 2,5 3.3 11.6 2.90
Subtotales 4.5 6.3 4.3 6.1 21.2 2.65
Ovejas—control 108.0 140.0 135.0 165.0 548.0 137.0
Ovejas—vitamina 127.0 153.0 148.0 176.0 604.0 151.0
Subtotales 235.0 293.0 283.0 341.0 1152.0 144.0
Totales principales 240.0 300.0 288.0 348.0 1176.0 49.0

Tabla 12.1. Pesos en libras, de animales tratados con vitaminas y de control, en un experimento de bloque completo
aleatorio.

Examinando los datos mediante los métodos utilizados en los capitulos 5 y 6, dan como resultado el siguiente
analisis de varianza:

Fuente de variacién : gl SC C™M F
Blogues 3 984.00 328.00 2.63
Especies 2 108 321.16 54 160.58 434.51**
Vitaminas 1 142.11 142.11 1.14
Especies x vitaminas ' 2 250.41 125.20 1.00
Error 15 1 869.72 124.65

La diferencia altamente significativa entre especies no debe sorprendernos en lo mas minimo. Puede parecer
muy extrafio que no hayamos encontrado una diferencia significativa debida a las vitaminas, especialmente
porque cada animal que recibié la vitamina mostr6 en cada repeticién un mayor peso que el animal de control
correspondiente. Parece también extrafio que no encontremos evidencias de interaccién entre los efectos de
la vitamina y las especies, puesto que la respuesta aparente a las vitaminas es sumamente diferente en las
distintas especies. Si aceptamos este anélisis en su valor nominal, tendriamos que concluir que el experimento
fue virtualmente un fracaso total. Al parecer, todo lo que aprendimos fue que los ratones, las gallinas y las
ovejas difieren de peso. Incluso si separaramos aqui los efectos de especies en dos comparaciones, una
comparando a las ovejas con las gallinas y los ratones, y la otra comparando a las gallinas con los ratones,
encontrariamos que no podriamos siquiera mostrar una diferencia significativa entre gallinas y ratones.

Fijemonos en los datos con los supuestos del an4lisis de varianza en mente, y veamos qué puede hacerse si
algunos de los mismos resultan falsos.

Primero, podemos fijarnos en los términos de error para comprobar si los mismos estan aleatoria,
independiente y normalmente distribuidos. Para hacerlo, removeremos la media general, los efectos de
tratamiento y los efectos de bloque de cada celda de la tabla, como hicimos en el capitulo 5. Esto da la
siguiente tabla de términos de error.
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Tabla 12.2. Componentes del error en un experimento con vitaminas.

Bloque
Especies — tratamiento [ [ 11 A% Total
Ratones — control 8.88 -1.00 .98 -8.86 0
Ratones — vitamina 8.92 -1.00 1.02 -8.94 0
Gallinas —control 8.60 - .40 .40 -8.60 0
Gallinas — vitamina 8.60 - .60 .60 -8.60 0
Ovejas — control -20.00 2.00 -1.00 19.00 0
Ovejas — vitamina -15.00 1.00 -2.00 16.00 0
Totales 0 0 0 0

Estos términos de error no parecen estar aleatoriamente distribuidos. En apariencia, éstos no son
independientes, puesto que en cada bloque los términos de error para los dos miembros de cada especie estan
estrechamente relacionados. Por Gltimo, parece que su distribucién se desviara considerablemente dela
normal, puesto que existen dos clases de modelo, uno entre 8.5y 9.0, y el otro entre —8.5y —9.0. El primer
supuesto del analisis de varianza no logré sostenerse muy bien bajo una inspeccion minuciosa.

A continuacién, examinaremos el supuesto de homogeneidad de varianzas. Para hacerlo, necesitamos
aprender una prueba conocida como prueba de Bartlett para la homogeneidad de varianzas.

Primero, necesitamaos calcular la varianza entre las cuatro repeticiones de cada combinacidn de tratamiento.
Para los controles del raton, ésta seréa:

(187 +.30% + .28% + .44% - (1.2? 4)] numero de repeticiones — 1) = .0115.

Después de calcular cada una de dichas varianzas, los valores obtenidos se agrupan en una tabla como la que

se presenta a continuacion:
Y

Tabla 12.3. Varianza y sus logaritmos para grupos en un experimento con vitaminas.

Tratamiento gl s;? codificado s;* logaritmos des ;? codificado
Ratén—control 3 0.0115 , 1.5 1.06 *
Raton —vitamina 3 0.0035 3.5 0.54
Galliras — control 3 0.3467 346.7 : 2.54
Gallinas-vitamina 3 102133 - 213.3 2.3
Oveja-control 3 546.0 546 000. 5.74
Oveja-vitamina 3 425.3 425 300. 5.63

Totales 18 971 875, 17.84
Media 161 979.
Logaritmo de la media 5.209
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El propésito de codificar las varianzas es evitar los logaritmos negativos. Podemos multiplicar las varianzas por
una constante cualquiera, sin alterar la prueba. Resulta deseable hacer todos los vaiores codificados iguales o
mayores que 1, de modo que realizamos nuestra codificacién multiplicando cada s;” por 1 000. Resulta mas
sencillo utilizar logaritmos comunes; dos digitos en la mantisa suelen ser suficientes. La media de las varianzas
codificadas se encuentra al dividir sus totales entre el nimero de muestras, y el log de esta media se incluye
en la tabla. Ahora estamos listos para calcular lo que se denomina ji cuadrada no ajustada, a partir de la
férmula:

x*=23026 [(Z glxlog de la media) — (gl por muestra x 3 logs)]
=2.3026 [(18 x 5.209) - (3 x 17.84)]

=92.66.

El factor 2.3026 es el factor para convertir logaritmos comunes a logaritmos naturales.

El valor de ji cuadrada que hemos calculado requiere un ajuste, y para hacerlo necesitamos:

C=1

” 1 nimero de muestras 1
3(nGmero de muestras — 1) gl por muest*ra Zgl

=1+ ] . 1.13
36 (3 T eTr

entonces X ajustada = X* no ajustada /C =92.66/1.13 = 82.00.

Consultamos ahora la tabla A.6 de ji cuadrada con 5 grados de libertad (uno menos que el nimero de
muestras), y encontramos que 82 excede ampliamente el valor tabular en el nivel de significacién de 1%. La
evidencia de que las varianzas son heterogéneas resultan, por tanto, muy convincentes.

(Nota: hemos presentado aqui una forma simplificada de la prueba de Bartlett, basada en tamafios iguales de
muestra, puesto que este es el caso mas cominmente encontrado. La prueba puede realizarse con muestras
de tamafio desigual, pero los célculos son més laboriosos. Pueden hallarse mayores detalles sobre esta prugba
en los textos de Steel y Torrie 0 de Snedecor y Cochran, recomendados en el apéndice A.13.)

El proximo supuesto que examinaremos es el relativo a la independencia entre medias y varianzas. Una rapida
ojeada a los datos es suficiente para convencernos de que dicho supuesto resulta ciertamente incorrecto,

puesto que las medias més elevadas tienen varianzas muy grandes y las medias reducidas presentan varianzas’
muy pequefias.

Una pregunta importante que debe contestarse con el fin de decidir la transformacion que ha de utilizarse, es
la de cudles estdn mas cercanamente proporcionales a las medias: si las varianzas o las desviaciones esténdar.’
Hemos construido una tabla de proporciones:
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Tabla 12.4. Proporciones de varianza y desviaciones estandar para medias en un experimento con vitaminas

Tratamiento X s;? 5 s%./X s/ X
R-C 0.3 0.01147 0.107 0.04 0.36
R-V 0.4 0.00347 0.059 0.01 0.15
G-C 24 0.3467 0.589 0.14 0.24
G-V 29 02133 0.462 0.07 0.16
0-C 137.0 546.0 23.367 3.98 017
o-v 151.0 . 4253 20.624 2.82 0.14

Puede advertirse que la proporcion de varianzas para las medias se incrementa marcadamente al hacerlo las
medias, mientras que la proporcion de desviaciones estandar permanece absolutamente constante. A
proposito, si las varianzas y las medias no estuviesen relacionadas, cabria esperar que ambas razones

disminuyeran cuando las medias aumentaran.

El supuesto que falta examinar es el de aditividad. Uno de los aspectos que notamos en los datos originales es
que los efectos de bloque difieren ampliamente de especie a especie. Bajo el supuesto de aditividad,
sustrajimos el efecto de blogue promedio de todas las parcelas, para calcular los términos de error. Esta fue la
razén principal para que en el analisis de varianza se registrara un término de error grande poco usual.

La prueba formal para la aditividad recibe el nombre de prueba de Tukey. Esta puede llevarse a cabo para
probar la no aditividad de dos factores principales cualesquiera. Esto se ilustrara mediante la prueba de los
efectos principales de especies ¥ vitaminas. Primero, agrupamos los totales de cada combinacién especies-
vitaminas en una tabla, y luego calculamos los principales efectos de especies y los efectos de vitamina en los

margenes.

Debemos tener en cuenta que cada casilla de la tabla es la suma de cuatro repeticiones; esto debe

considerarse en el calculo de las medias.
Tabla 12.5. Totales de tratamiento - combinaciones de especies.

[ Especies Control Vitamina Total isp = Torgl B X . X = Spi
Ratones 1.2 1.6 2.8 .35 -48.65
Gallinas 9.6 11.6 21.2 2.65 —46.35
Ovejas 548.0 604.0 1152.0 144.00 95.00

Total 558.8 617.2 1176.0 0
X, = Total/12 46.567 51.433 X = 49.00
X,~-X=V, -2.433 2.433 0

Si el calculo se ha llevado a cabo correctamente, las sumas, tanto de los efectos de especies COmo de los
efectos de vitamina deben ser iguales a cero. La media general se obtiene al dividir el total principal entre 24, el
numero total de parcelas en el experimento. Debemos calcular ahora @ = T X, Sp, \/J ,segun la cual

multiplicamos cada casilla de la tabla por ios efectos de especies y de vitaminas correspondientes:

Q=112 (-48.65) ~ (~2.433)] + ... + | 604 x 95.00 ~ 2.433] =12672.4.

La suma de cuadrados para la no aditividad se encuentra entonces como sigue:

x SCV), donde SCEp es la suma de

SC no aditividad = (Q* « total de unidades experimentales)/SCEp
las vitaminas en el analisis de varianza.

cuadrados para las especies, Y SCV es la suma de cuadrados para
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Aplicando esta ecuacién obtenemos:
SC no aditividad = [ (12 672.4)* x 24] /(108 321.16 x 142.11) = 250.375

Esta es una porcién de la suma de cuadrados de C x V, de modo que puede probarse como sigue:

Fuente de variacion gl sc C™m F
CxV 2 250.41

No aditividad 1 250.375 250.375 7153.6
residual 1. 0.035 0.035

El valor F incluso excede el valor F requerido de 4 052 en el nivel de 1% para 1y 1 grado de libertad, de modo
que existe considerable evidencia de que el supuesto de aditividad es incorrecto.

Tenemos ahora comprobados todos los supuestos del analisis de varianza y encontramos que nuestros datos
no satisfacen a ninguno de los mismos. No debe extrafiar que el anélisis de varianza haya arrojado resultados
desilusionantes.

Quiza la forma més sensible de analizar estos datos consista en manejar por separado cada especie. Los
andélisis son:

Especies Fuentes de variacién gl SC CM F

Ratones Bloques 3 0.0400 0.0133 8.31
Vitaminas 1 0.0200 0.0200 12.50*
Error g 0.0048 0.0016

Gallinas Bloques 3 1.64 0.547 41.00**
Vitaminas 1 0.50 0.500 87.5**
Error 3 0.04 0.013

Oveiss Blogues 3 2834.0 944.7 157.4%%
Vitaminas 1 392.0 392.0 66.3**
Error 3 18.0 6.0

Estos resultados son, ciertamente, mucho mas satisfactorios que el andlisis de varianza general original. Estos
analisis son vélidos, ya que dentro de alguna especie los datos se ajustan bastante bien a los supuestos
basicos. El Gnico defecto de dichos analisis es que revelan muy poco acerca de si las diferentes especies
reaccionan anélogamente a las vitaminas. Quiza este no sea un aspecto demasiado importante, yenla
préctica el investigador estaria satisfecho, sin lugar a dudas, de detenerse en este punto; sin embargo,

seguiremos el otro procedimiento de transformacién de los datos, a fin de mostrar los resultados notables que
pueden obtenerse.

TRANSFORMACION LOGARITMICA

Debemos afrontar ahora el problema de ¢c6mo transformar los datos. Siempre que tengamos datos en los que
las desviaciones est&ndar (no las varianzas) de las muestras sean aproximadamente proporcionales a las
medias, la transformaci6n més efectiva ser4 la de tipo logaritmico. Otro criterio para la eleccién de esta
transformacién es la evidencia de efectos principales multiplicativos, en vez de aditivos. Amhos criterios se

encuentran en los datos con los que estamos trabajando, de modo que intentaremos transformarlos en
logaritmos y observar qué sucede.
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Antes de empezar, hagamos algunas consideraciones acerca de la aplicacion de esta transformacion. Los
datos con valores negativos no pueden transformarse en esta forma. Si existen ceros entre los datos
afrontaremos el problema de que el logaritmo de cero es menos infinito. Para evitar esta situacion, s;
recomienda sumar 1 a cada dato antes de la transformacién. Los datos que contienen un gran nimero de
ceros probablemente se manejarian mejor mediante algin otro método. Se pueden utilizar logaritmos de
cualquier base, pero los logaritmos comunes (de base 10) son generalmente los més sencilics. Antes de la
transformacion, es legitimo multiplicar todos los datos poi- una constante, puesto que la misma no ejerce
ningtn efecto sobre el anélisis subsecuente. Es una buena idea que ninguno de los datos sea menor que 1,
pues en esta forma se pueden evitar los logaritmos negativos. N

En Io_s datos con los que estamos trabajando no existen ceros, pero el menor valor es 0.18, de modo que
multiplicaremos todos nuestros valores por 10, antes de obtener los logaritmos. Esto da la siguiente tabla de
valores transformados:

Tabla 12.6. Datos del experimento con vitaminas, transformados a log 10X.

Bloque
Especies —tratamiento | 1 11, v Total Media
Ratones —control 026 0.48 0.45 0.64 1.83 0.4575
Ratones —vitamina 0.51 0.60 0.62 0.66 2.39 0.5975
Subtotales o077 1.08 1.07 1.3 422 05275
Gallinas — control 1.30 1.48 1.26 1.45 - 5.49 1.3725
Gallinas —vitamina 1.40 1.52 1.40 1.52 5.84 1.4600
Subtotales 2.70 3.00 266 2.97 11.33 1.41625
Ovejas— control 3.03 3.15 313 3.22 12.53 3.1325
Ovejas —vitamina 3.10 3.18 3.17 3.25 12.70 3.1750
Subtotales 6.13 6.33 6.30 6.47 25.23 3.15375
Totales 9.60 10.41 10.03 10.74 40.74
Medias 160 1.735 0.672  0.790 1.69917
El andlisis de vafrianza es como se presenta a continuacion.
Fuente de variacién gl SC c™ F

Bloques 3 0.12075 0.04025 13.77%* _

Vitaminas 1 0.04860 0.04860 16.62**

Especies 2 28.54926 14.27463 4883.00**

ExV 2 0.009525 0.00476 1.63

Error 15 0.04385 0.00292

Este es ciertamente un resultado mas satisfactorio que el anélisis de los datos originales hasta donde los
resultados positivos estan implicados. No hemos obtenido ain una interaccién significativa entre especies y
vitaminas, pero ahora estamos planteando la pregunta en forma diferente. Antes preguntabamos: *'¢Varia de
especie a especie la cantidad de cambio de peso debido a la adicién de vitaminas?” Ahora preguntamos:

* “:Varia de especie a especie la proporcion o el porcentaje de cambio de peso debido a las vitaminas?”’
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" Una ojeada a la proxima tabla revela que no existen indi

¢Obtuvimos un resultado mas evidente esta vez, simplemente porque estuvimos “‘disponiendo las cosas’’
hasta alcanzar un resultado deseado?, ;o fue justificada la transformacion que utilizamos y es valido el nuevo
analisis? Para estar seguros, comprobaremos los supuestos del anélisis de varianza con los nuevos datos.

Como antes, construiremos una tabla de términos de error, sustrayendo la media, los efectos de tratamiento y
los efectos de bloque de cada casilla de la tabla.

Tabla 12.7 Componentes del error de los datos transformados.

Bloque
Especies — vitaminas | | I 1l Y
R-C - 010 - 001 0.2 0.9
R—V 0.01 - 003 05 -003
G-C 0.03 0.07 -08 - 001
G-V 0.04 0.02 - 003 -0.03
0-C 0.00 -0.02 -0.02 0.00
O-V 0.02 -0.03 0.02 -0.02

Estos términos de error parecen estar mas aleatoria y normalmente distribuidos que aquellos de los datos .
originales. '

Para probar la homogeneidad de la varianza, nuevamente llevamos a cabo la prueba de Bartlett:
x?=2.302% [(18 x .9614) - (3 x 5.11)] = 4.548
C =1.13como antes.

x? ajustada =4.548 1.13 = 4.03

la cual, de acuerdo con X en Ia tabla A.6, se excederia por casualidad en mas de 50%

de las oportunidades.
Tabla 12.8. Prueba de Bartlet_t aplicada a los datos transformados del experimento con vitamina

S.

Tratamiento Media By codificado’s;” Logaritmo de s,? codificado
R-C 0.4575 0.0243 24.3 1.39

R-vV 0.5975 0.0040 4.0 0.60

G-C 1.3725 00118 1.8 107

G-V 1.4600 0.0048 4.8 0.68

0-cC 3.1325 0.0062 6.2 079

0-v 3.1750 0.0038 3.8 ' 0.58
Totales 549 R

Media 9.15

Log. de la mecha 09614

caciones de ninguna relacién entre las medias y las
varianzas.
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Realizando la prueba para la aditividad obtenemos, como antes, los siguientes resultados:

Fuente de variacion gl sC CM F
SxT 2 0.009525
sin aditividad 1 0009035  0.009035 18.44
residual 1 0.000490  0.000490

El valor F ni siquiera se aproxima al nivel de significacién de 10% para 1y 1 gl.C F.1s requerido = 39.86).

Ahora nos sentimos confiados en que el nuevo anélisis es valido, puesto que los datos transformados
satisficieron todos los supuestos del andlisis de varianza. Con los datos originales, ninguno de los supuestos
fue verdadero.

TRANSFORMACION DE LA RAIZ CUADRADA

Siempre que estamos tratando con cémputos de acontecimientos poco comunes, los datos tienden a seguir
una distribucién especial, denominada distribucién de Poisson. Entendemos por acontecimiento poco
comun aquel que tiene muy baja probabilidad de ocurrir en cualquier individuo; por ejemplo, supongamos que
en una partida de semillas de lechuga, 0.1% de las semillas llevaban el virus de la enfermedad del mosaico. La
probabilidad de que cualquier semilla en particular contenga el mosaico es entonces de sélo 1/1 000, de modo
que en lo que se refiere a una sola semilla, éste es un acontecimiento poco comun. Si tomamos 100 muestras
de 1 000 semillas de dicho lote, obtendremos aproximadamente estos resultados:

37 muestras contendran 0 semillas infectadas

37 muestras contendran 1 semilla infectada

18 muestras contendran 2 semillas infectadas
6 muestras contendran 3 semillas infectadas
2 muestras contendran 4 semillas infectadas

Resulta obvio que esto se parece muy poco a un distribucién normal. Esta distribucidn de Poisson tiene
caracteristicas muy interesantes:\_l_a varianza es igual a la media. En la practica, la varianza es generalmente
algo mayor que la media, debido a otros factores, ademas de la variacién de muestreo, que afectan la
ocurrencia de los acontecimientos objeto de cémputo. En cualquier proporcion, la varianza tiende a ser
proporcional a la media.

Cuando analizamos datos de este tipo, estamos violando diversos supuestos hechos en un anélisis de
varianza. Los errores no estan normalmente distribuidos y las varianzas estan relacionadas con las medias
(siendo, por tanto, homogéneas).

Otro ejemplo de datos de este tipo se encuentra en el conteo de insectos, como el realizado a partir de
nameros estandar de barridas con una malla. Aqui resulta bastante dificil definir qué se entiende por
observacién individual. Podemos considerarla como un sitio en particular sobre el cual podria hallarse un
insecto. Al barrer con una malla, estamos haciendo un muestreo de miles de sitios semejantes y encontrando
solamente algunos insectos. Entonces, ia probabilidad de hallar un insecto en un punto particular,
aleatoriamente escogido en un instante dado es, en realidad, un acontecimiento poco comun.

Los datos de este tipo pueden hacerse mas normales y al mismo tiempo las varianzas pueden hacerse
relativamente independientes de las medias a través de su transformacién en raices cuadradas. En realidad, es
mejor utilizar / X + 4, especialmente si existen conteos por debajo de 10.

Los datos presentados a continuaciéon muestran el numero de insectos lygus obtenidos en 50 barridas en cada
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un disefio de bloques completos al azar.

Tabla 12.9. Numero de lygus por 50 barridas.

parcela de un experimento para probar 10 insecticidas y un tratamiento de control, repetido cuatro veces en

Bloque
tratamiento | 1 Il IV Total Media 5 c
A 7 5 4 1 17 4.25 6.25
B 6 1 2 1 10 2.50 5.67
t 6 2 1 0 9 2.25 692
D 0 1 2 0 3 0.75 0.92
E 1 0 1 2 4 1.00 0.67
F 5 14 9 15 43 10.75 21.58
G 8 6 3 6 23 575 4.25
H 3 0 5 9 17 4.25 14.25
| 4 10 13 5 32 3.00 18.00
4 6 1 5 2 24 6.00 14.00
K 8 11 2 6 27 6.75 14.25
El anélisis de varianza es:

Fuente de variacion gl SC C™m F
Blogues 3 12.25 4.08 0.40
Tratamientos ‘ 10 380.00 38.00 3.70**

Error 30 308.00 10.27

Transformacién de la raiz cuadrada
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Transformando los datos mediante la aplicacién de V X + . obtenemos:

Tabla 12.10. Datos transformados del lygus.

e rroren

Blogques
Tratamiento | I I v Total Media s,”
A 2.74 2.35 2.12 1.22 8.43 2.1 0.41
B 2.55 1.22 1.58 1.22 6.57 1.65 0.39
C 2.55 1.58 1.22 0.71 6.06 1.52 0.60
D 071 1.22 1.58 0.71 422 1.06 0.18
E 1.22 071 1.22 1.58 4.73 1.18 0.13
F 2.35 3.81 3.08 3.94 13.18 3.29 0.54
G 2.92 255 1.87 2.55 9.89 2.45 0.19
H 1.87 071 2.35 3.08 8.01 2.00 0.99
| 212 3.24 3.67 2.35 11.38 2.84 0.53
J 2.55 3.% 2.35 1.58 9.87 2.47 055
K 2.92 3.39 1.58 2.55 10.44 2.61 059
y este analisis de varianza:
Fuente de variacion gl ScC CM F

Blogues 3 0.532 0177 036

Tratamientos 10 19.993 1.999 4.04°*

Error 30 14.841 492

Los dos analisis no son demasiado diferentes, puesto que ambos muestran un efecto de tratamiento

altamente significativo. El valor F es aproximadamente 10% mayor después de la transformacién. Se
registraran algunas diferencias importantes en la separacién de medias:

Tabla 12.11. Prueba de rango multiple de Duncan, aplicada a datos en bruto y transformados (nivel del 5%).

Separacion de medias

Tratamientos y medias

de: D

B

A

H

G

J

K

F

0.75

Datos en bruto

1.00

225

2.50

4.25

4.25

SN )

6.00

Datos
transformados

6.75

8.00

10.0
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Notaremos que en los datos transformados, Gy D, Gy E, J y D, fueron declarados signiﬁcativamente‘
diferentes, puesto que no se encontraban entre los datos en bruto. El efecto _general de la transformacién es
incrementar la precisidn con la cual podemos medir las diferencias entre medias pec!ueﬁas. Esto es altamente
deseable en el trabajo de control de insectos, ya que por lo general no estamos tan m:ceresados en Ias'
diferencias entre dos tratamientos relativamente ineficaces como en comparar tratamientos que permitan un

buen control.

Una ojeada a las varianzas en las dos tablas mostrara que antes de la transformacion existié una estrecha
relacion positiva entre medias y varianzas. El coeficiente de correlacion lineal entre las mismas es de 0.89,
significativo en el nivel de 0.1%. Después de la transformacién, la correlacion fue de solamente 0.37, ni
siquiera significativa en el nivel de 10%. Por tanto, uno de los supuestos del anélisis de varianza fue violado en
los datos originales, lo cual se subsané mediante la transformacién.

En general, podemos decir que los datos que requieren la transformacién de raiz cuadrada no violan los
supuestos del anélisis de varianza casi tan drasticamente como los datos que requieren una transformacién
logaritmica. Consecuentemente, los cambios en el anélisis provocados por la transformacién no son tan
espectaculares.

TRANSFORMACION ANGULAR O ARCOSENO

Otro tipo de datos que pueden requerir transformacién es el basado en conteos expresados como porcentajes
o proporciones de la muestra total. Por regla general, tales datos tienen una distribucién binomial, en vez de
una distribucién normal. Una de las caracteristicas de esta distribucién es que las varianzas se hallan
relacionadas con las medias, pero en forma bastante diferente a la de los tipos de datos que hemos estado
considerando. Hasta el momento, los casos que hemos estudiado son aquellos en que medias grandes tienden
a tener varianzas grandes, y viceversa. En los datos binomiales, las varianzas tienden a ser pequerias en los
dos extremos de los rangos de valores (cercanos a cero y a 100%), pero mayores en el medio (alrededor del
50%). En realidad, esta es una idea bastante natural, incluso para quienes no son matematicos. Tendemos a
otorgarle mas importancia a una diferencia entre cero y 6%, o entre 94% y 100%, que a una diferencia entre
47% y 53%, aunque todas ellas sean de la misma magnitud.

La transformacioén apropiada para este tipo de datos recibe el nombre de angular o arcoseno. Esta se obtiene
mediante la determinacién del 4ngulo cuyo seno es la raiz cuadrada de la proporcion (porcentaje/100).
Expresada en notacion matematica, ésta es arcoseno \/Y oseno-' ﬁ . La tabla A.8 puede utilizarse para
encontrar las transformaciones directamente de los porcentajes.

o o
Los datos deben transformarse si el rango de porcentajes es mayor que 40. Por otro lado, esto apenas es
necesario. Los datos siguientes corresponden a un experimento con disefio completamente aleatorio, con
semillas de lechuga en el que se incluyen 24 tratamientos, cada uno de ellos repetido tres veces. Los
tratamientos se encuentran dispuestos por el orden de la magnitud de sus medias.
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Tabla 12.12. Numero de semillas de lechuga que germinan, en muestras de 50. .
Repeticiones .
Tratamiento 1 2 3 Media s,? Log (]0 x 551) .
] 0o o ] 0.33 0.33 0.519 ()
2 0 1 0 0.33 0.33 0.519 .
3 0 0 1 0.3 0.33 0.519 ;.
4 0 2 0 0.67 1.33 1.124 ©
5 2 0 0 0.67 1.3 1.124 :
6 0 2 3 1.67 2.33 1.367 5.
7 7 10 7 8.00 3.00 1.477 @
8 1 12 15 12.67 4.33 1.637 @
9 13 18 18 16.33 8.3 1.921 )
10 2 16 13 17.00 21.00 2.322 @
1 24 13 18 18.33 30.33 2.482 .
12 v N 24.33 7.3 2239 .
12 24 29 % 27.33 8.33 1521 ;:
14 37 p.: 7 20.67 0.3 2.482
15 2 4 W 41.00 1.00 1.000 l
16 39 41 45 41.67 9.33 1.970 :
7 4 45 40 42.00 7.00 1845 !
18 47 41 43 43.67 0 9.33 1.970 t
19 45 42 48 45.00 9.00 1.954 *
20 46 42 48 45.33 9.33 1.970 '
21 49 46 48 47.67 2.33 1.367 i
22 48 49 48 48.33 0.33 0.519 3
pa) 50 49 48 49.00 1.00 1.000
24 9 4 50 49.33 0.33 0.519
Totales 178.00 35.767
10 x media 74.167
Log (10 x media) 1.8702

Notese que hay una marcada tendencia, en las varianzas de los extremos, a ser mas pequefias que aquellas en
la mitad de la distribucién. Esto es clasico de los datos binomiales. Los logaritmos de las varianzas
{codificados mediante la multiplicacion por 10) se han incluido de manera que la prueba de Bartlett pueda
llevarse a cabo.
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¥ no ajustada =2.3026 (log de la media x £ gl — gl por muestra x X log codificado si’ )

= 2.3026 (1 8702 x 48 — 2 x 35.767)

= 41.99

namero de tratamientos |

=1+

v

)

—=
3 (muestras — 1) \ gl por tratamiento

1 (24 1

1+
Ix23 2 48

1

) = 1.173%

\ajustada = x* /C = 35.78

Este sélo es significativo en el nivel de 5% (valor requerido 35.172), de modo que contamos con muy buena
evidencia de que las varianzas no son homogéneas.

Analizando los datos en bruto, obtenemos los siguientes resultados:

Fuente de variacion gl SC CM F
Tratamientos 23 25266.0 1098.52 148.12**
“Error 48 356.0 7.42

Transformando los datos, ejercicio que dejaremos al estudiante, aparentemente eliminamos toda relacion
entre las varianzas y las medias. Una prueba de Bartlett sobre estas cifras transformadas da un valor de ji
cuadrada, ajustado igual a 9.00, el cual puede ser excedido por casualidad en més de un 99% de las veces.

Un analisis de varianza de los datos transformados no parece conducirnos a una conclusién distinta de la del
analisis de los datos en bruto:

Fuente de variacion - gl SC CcM F
Tratamientos 23 60725.7 2640.25 102.37**
Error 48 1 237.9 25.79

La diferencia importante no se encuentra en el andlisis total, sino en la separacién de medias. Una prueba de
rango multiple de Duncan muestra que:

1. Cinco diferencias fueron declaradas significativas antes de la transformacion, y no después: 7 — 8,
8 —11,10—-12,11 — 12y 12 — 14,

2. Cinco diferencias fueron declaradas significativas después, y no antes, de la transformacién: 18 — 22,
19 — 23,19 — 24,20 — 23y 20 — 24. :

/Qué conjunto de conclusiones debe ser aceptado por nosotros? La respuesta es sencilla: debemos aceptar las |
conclusiones basadas en el analisis de mayor validez (en este caso, el andlisis de los datos transformados).

Recuérdese que no transformamos los datos para obtener resultados que resulten mas agradables, sino que
los transformamos de modo que el andlisis sea valido y las conclusiones correctas.
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ESCALAS PRETRANSFORMADAS

Frecuentemente sucede que nos gustaria expresar los datos en porcentajes, pero encontramos este
procedimiento muy dificil y engorroso para hacer mediciones precisas. Consideremos, por ejemplo, el
problema de evaluar la cantidad de escara en tubérculos de papa. Una medida conveniente seria el porcentaje
de area del tubérculo cubierta por la escara; no obstante, resulta muy dificil realizar esta medicién con
exactitud. Otro ejemplo seria el porcentaje de &rea de la hoja cubierta por lesiones provocadas por la
enfermedad. Un altimo ejemplo seria el porcentaje de control de la maleza obtenido mediante la aplicacién de
diversos herbicidas. En todos estos casos podriamos, realizando un gran esfuerzo, medir dichos porcentajes
con bastante precision; pero el trabajo contemplado en esta tarea consumiria tal cantidad de tiempo que el
namero de parcelas se veria drasticamente limitado. Es una practica coman para realizar un mayor nmero de

mediciones en un tiempo dado, hacer estimaciones visuales aproximativas de los porcentajes, en vez de
efectuar mediciones precisas.

Por regla general, se construye una escala, como la escala de cero a 10 cominmente utilizada en el trabajo de
control de la maleza, donde el cero representa ausencia de control y el 10 indica un 100% de control. Si los

escalones de dicha escala representan incrementos iguales de porcentajes, los datos deben ser transformados
mediante la transformacién angular, especificamente como debe ocurrir para medidas de porcentaje precisas.

¢Por gué no pretransformar nuestra escala? En otras palabras, podriamos escoger escalones de porcentajes
tales que, al ser transformados por la transformacién angular, resultaran en escalones igualmente
incrementados que podrian reducirse a enteros.

La tabla siguiente presenta los porcentajes que produciran tales escalas.

Tabla 12.13. Escalas de clasificacion pretransformadas. Escala de cero a:

60000000000000000000000000

Clasificacion 4 5 6 8 10 18 20 24
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 15 10 7 4 2.5 0.75 0.7 0.5
2 50 35 25 15 10 3 2.5 2
3 85 65 50 30 21 6.7 5.5 4
4 100 90 75 50 35 12 10 7
5 100 93 70 50 18 15 10
6 100 85 65 25 20 15
7 9% 79 33 27 20 1
8 100 90 42 35 25 ~
9 97.5 50 42 31 [
10 100 58 50 37 ;
11 ; 67 58 43 @
12 75 65 50 }
13 82 73 57 ’.
14 88 80 63 .
15 93.3 85 69 @
16 97 90 75 :
17 99.25  94.5 80 ‘@
18 100 97.5 85 .
19 99.3 90 ;
20 100 93 @
21 96 '@
22 98 : .
23 99.5 i
24 100 @
®
@
@
-
-
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Dichas escalas aprovechan el hecho de que generalmente es mas facil advertir pequefias diferencias en las
inmediaciones de cero y 100% que alrededor del 50%. En realidad, algunas escalas se han utilizado en el
pasado, donde fueron deliberada o subconscientemente designadas para ajustarse a estos tipos de
porcentajes. Con las papas se ha empleado una escala de 0 a 10, basada en patrones fotograficos que
representan aproximadamente los porcentajes mostrados en la tabla de la pagina anterior. Con manzanas, se
ha usado una clasificacién de almidén que corresponde estrechamente a la escala de 0 a 8 mostrada en la
tabla 12.13. En el trabajo con maleza, donde se utiliza una escala de 0 a 10, hay la tendencia a usar la
clasificacion 1, en vez de 10%, para un pequefio indicio de control, y la clasificacién 9 para un control casi

total.

Al analizar datos basados en tales clasificaciones de escala, éstos no deben ser transformados.

Debemos hacer hincapié en las clasificaciones de las parcelas de control. Hay una diferencia entre si éstas se
incluyen en el experimento como un nivel cero de algun factor y se encuentran sujetas a la misma variacion
que la totalidad de los demas niveles de tratamiento, o si se incluyen como parcelas de referencia con las cuales
comparar las otras parcelas. En el dltimo caso, éstas suelen clasificarse como cero, y las demas parcelas de un
bloque se comparan con las mismas. Siendo éste el caso, los datos de las parcelas de control no deben
incluirse en un andlisis de varianza. Las parcelas de control, con valores de cero arbitrariamente asignados, no
tienen varianza. Por tanto, su varianza difiere de la de otros tratamientos, de modo que el supuesto de
homogeneidad de la varianza es automaticamente violado.

RESUMEN

1. Los principales supuestos basicos para un andlisis de varianza son: distribucién aleatoria y normal de los términos de
error, homogeneidad de las varianzas, independencia de varianzas y medias, y aditividad de los efectos principales.

2. Cuando estos supuestos son seriamente violados, el analisis de varianza no es vélido.

3. Frecuentemente se pueden hacer transformaciones que corregiran las deficiencias de los datos, a fin de satisfacer los
supuestos. :

4. Cuando las desviaciones estandarestan linealmente relacionadas con las medias, y los efectos principales parecen ser
multiplicativos, una trasformacién logaritmica usualmentecorregird ambas situaciones.

5. Los datos basados en conteos de acontecimientos raros, donde las varianzas estan relacionadas con las medias, deben
someterse a la transformacién de raiz cuadrada.

6. Los datos basados en proporciones o porcentajes depen tener en cuenta la transformacién angular o arcoseno.

7. Las escalas de clasificacion pueden ser pretransformadas, basdndolas en una escala variable de porcentajes.
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Capitulo 1 3

“H Correlacién lineal

y regresion

EL CONCEPTO

Los términos correlacion y regresion pueden parecer complicados, pero las ideas basicas implicadas en los
mismos son tan sencillas que todo mundo las utiliza en sus conversaciones diarias. Consideremos, por
ejemplo, las siguientes expresiones familiares:

"Cuanto mayor sea la altura, mas fuerte sera la caida.”’

’Cuanto méas haya, mejor.”

" Asi como viene, se va."”’

*’Cuanto mejor sea el dia, mejor sera la obra.”

“Segun se doble la rama, asi estara inclinado el &rbol.”

Todos estos asertos contienen diversas ideas en comun. Cada uno implica dos cantidades variables: la
magnitud de una, dependiendo de la magnitud de otra. Los estadisticos se refieren a las mismas como a las
variables independiente y dependiente; ademas, en estas oraciones en particular, hay la idea de que
cuando una variable se incrementa, asi lo har4 la otra. En estadistica esto recibe el nombre de correlacion
directa o positiva.

Tomemos otro grupo de frases:

A mucha prisa, poca velocidad.”’

Al buen entendedor, pocas palabras.”

""Los buenos regalos vienen en estuches pequefios.”

Tenemos aqui la misma idea general de dos variables, una dependiente de la otra, pero hay un leve giro en las
relaciones entre las mismas. El incremento de una variable se acompafia por la disminucién de la otra. Esto
se denomina correlacién inversa o negativa.

La idea de correlacion no se limita solamente a estas sentencias. Recordemos los problemas que encontramos
a cada minuto en el trabajo agricola que tratan con relaciones entre dos variables. ;Cual es la cantidad de

fertilizante aplicado, relacionada con la produccién del cultivo?, ;cuél es la relacién entre la temparatura del
horno y la suavidad de un asado?, ;qué relacién existe entre la cantidad de alimento consumido y el aumento
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de peso del ganado?, ;cuél es el precio de una mercancia afectada por la oferta?, ¢cual es la dosificacion de
insecticida relacionada con el porcentaje de control o con la cantidad de residuo?, scudl es la correlacion entre
el tamafio de la granja y la renta?, ;esta el realistamiento de miembros estrechamente relacionado con el

realistamiento de lideres en los clubes 4-4?, ;la cantidad de actividad de extension agricola se ve reflejada por
la cantidad y calidad de la produccién agricola?

La lista de tales preguntas puede extenderse indefinidamente, pero debe resultar evidente, por el momento,
que cualquiera de ellas contempla el tema de la correlacion, llamémosle o no a ésta por su nombre.

Otro ejemplo de correlaciéon que encontramos casi a diario es el grafico comun. Practicamente, todo grafico
s, en esencia, una representacion de la correlacion entre dos variables. La escala sobre la linea horizontal, o
abscisa, suele ser el rango de valores de la variable independiente. Los valores sobre la escala vertical, u
ordenada, corresponden a la variable dependiente. La representacion grafica de los datos es frecuentemente
un punto de partida muy util para la realizacién de un analisis de correlacién., i

Ahora que hemos visto algunos ejemplos comunes de correlacion, debemos ser capaces de formular una
definicion abstracta del término: la tendencia de dos variables a estar relacionadas en una forma definida. En
realidad, la idea puede extenderse a mas de dos variables, como en Ia ley de la oferta y la demanda, donde
estan contenidas tres variables: el precio, la oferta y la demanda. Para mantener el estudio tan simple como
sea posible, nos limitaremos por el momento a la correlacién entre dos variables.

Es costumbre considerar a una de las variables como dependiente de la otra. La eleccion sobre la variable que
llamaremos dependiente o independiente, segun el caso, suele ser obvia; por ejemplo, al estudiar la relacion
entre la produccion y el fertilizante, seria légico considerar a la primera como dependiente de lo segundo.
Tratandose del precio y la oferta, generalmente pensamos en el precio como dependiente de la oferta. Por
otro lado, existen situaciones en que la oferta es dependiente del precio. Frecuentemente existe un espacio de
tiempo entre las mediciones de una variable y las mediciones correspondientes de la otra. En tales casos, la
variable objeto de la primera medicidn recibe el nombre de independiente. Algunas veces resulta atil estudiar
la correlacidn entre pares de mediciones sobre la misma variable; por ejemplo, un estudio de la correlacion
entre los precios de una mercancia en anos sucesivos con los precios correspondientes en el afio anterior,
puede revelar una tendencia ciclica en el patron de precios.

Existen situaciones en las que realmente no nos preocupa cual de las variables se designe como dependiente.
Simplemente podemos desear describir ladistribucién conjunta de dos variables, donde cada una de las
mismas se encuentra normalmente distribuida. Dicha distribucion recibe el nombre de distribucién normal
bivariada. Para describir esta distribucion, necesitamos una estimacién de p (rho), que no es mas que uno de
los parametros de la poblacién. El coeficiente de correlacion r es la mejor estimacion de ¢. Estudiar la
correlacién entre la longitud del antebrazo y su peso seria un ejemplo de situacién en la que no importaria qué
variable fue denominada dependiente.

COMO MEDIR LA CORRELACION

Hasta el momento, nos hemos referido a la correlaciéon como la idea general de dos variables relacionadas en
alguna forma definida. No ha habjdo en la misma mucho de matematicas o estadistica. La simple

observacion de que dos variables parecen estar relacionadas no revela gran cosa. Necesitamos respuestas a
dos importantes preguntas: ;qué tan estrechamente relacionadas se encuentran las variables?; y ¢es real la
relacion, o podria haber ocurrido por un accidente debido a la casualidad? Para responder a la primera
pregunta, necesitamos una medida definida de la estrechez de la relacion entre dos variables. Esta medida
recibe el nombre de coeficiente de correlacion, representado por la letra r. Después de definir algunos otros
términos, estaremos listos para mostrar como se calcula este valor y como se interpreta. Podemos obtener la
respuesta a la segunda pregunta si consultamos las tablas de probabilidad apropiadas.
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REGRESION

El término regresion no se ha utilizado en este estudio desde la oracién inicial. ;Qué significa regresién? El
diccionario no resulta de gran utilidad, pues el vocablo regresién es uno de aquellos desafortunados términos
(como el término “error"’) que ha sufrido una evolucién, de modo que su significado actual guarda poca
semejanza con su significado original. En pocas palabras, regresion es la « cantidad de cambio de una variable
asociada a un cambio Gnico de otra variable. Esta definicién es susceptible de critica en aquellas areas en
que resulta insuficientemente precisa o general desde el punto de vista matemaético; sin embargo, para
nuestros propdsitos debe servir con el fin de puntualizar la principal distincién entre correlacién y regresién.
Noétese que la correlacion se refiere al hecho de que dos variables se encuentran relacionadas y a la estrechez
de dicha relacion. La regresion, a su vez, se refiere a la naturaleza de la relacién.

Volvamos a considerar algunos adagios familiares y veamos cémo el concepto de regresién aflora en nuestro
pensamiento diario:

“Un centavo ahorrado es un centavo ganado.”’

“Mas vale péjaro en mano que ciento volando.”

**Un espacio de tiempo ahorra nueve.”

"Un cuadro vale méas que mil palabras.”

Nétese que todos estos refranes implican la correlacién de dos variables, pero van mas alla y nos dicen en

términos numéricos cdmo estan relacionadas ambas variables. Tomando estas oraciones literalmente,
podemos construir una tabla;

Tabla 13.1. Asertos en términos matematicos.

Ecuacion Coeficiente
Variable independiente (X) Variable dependiente (Y) A de regresion de regresién
Centavos ahorrados Centavos ganados Y=X 1
Pajaros en mano Pajaro volando . Y =2X 2
Un espacio de tiempo Espacios ahorrados Y =9X 9
Cuadros Palabras Y =1000 X 1000

Hemos seguido la costumbre de denominar X a la variable independiente y Y a la variable dependiente. En los
capitulos precedentes de este libro hemos considerado principalmente a una sola variable. sin hacer
referencias a la correlacién. A ésta la hemos denominado variable X. Luego, si estamos realizando un simple
analisis de varianza con producciones de un grupo de parcelas, denominaremos a aquellas producciones de
parcelas X; sin embargo, si deseamos estudiar la correlacién entre producciones y cantidades de fertilizante
aplicado, denominaremos Y a las producciones y X a las cantidades de fertilizante. No debemos permitir que
este cambio aparentemente subito de notacién nos confunda. Este nos parecer bastante natural después de
que obtengamos alguna experiencia en el trabajo con correlacién.

La tercera columna de la tabla lleva como titulo ecuacién de regresién. Todas éstas corresponden a
ecuaciones de rectas. La ecuacién general de la rectaes Y = a + b X. El simbolo a recibe el nombre de
intercepto, puesto que cuando X es igual a cero, Y = q; de donde la recta corta al eje de las X en a unidades a
partir del origen. Cuando a es igual a cero, la recta pasa a través del origen, pues cuando X es igual a cero, Y
es también igual a cero. El simbolo b se denomina pendiente, puesto que determina la inclinacién de la recta.
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Resulta facil apreciar que b es la cantidad de cambio de Y, asociada a un cambio unitario de X; y ésta es
exactamente la forma en que hemos definido la regresion. Por tanto, resulta logico denominar a b coeficiente

de regresion.

COMO CALCULAR LA CORRELACION LINEAL

Un ejemplo comin de correlacion es la relacién entre la oferta y el precio. La tabla que presentaremos a
continuacién muestra las ofertas y precios del cerdo desde 1950 hasta 1959.

(Existe una relacion real entre oferta y precio durante este periodo? Una de las primeras observaciones que
hacemos es que el precio mas alto estuvo acompaiado por las mas baja produccion, y viceversa. Esta es una
alentadora evidencia de la correlacion negativa que podemos esperar. A continuacion, obtengamos una mejor
idea acerca de los datos mediante el “'trazado de un dibujo”. Esto lo hacemos faciimente situando puntos
sobre un papel cuadriculado, dejando gque la altura por encima del eje de las X represente el precio, v Ia
distancia a la derecha del eje de las Y represente el nimero de cerdos en el afio correspondiente (figura 13.1).

precio por animal

65 70 75 80 85

cerdos vendidos (millones)
Figura 13.1. Diagrama de dispersién que muestra la relacion entre el precio de los cerdos y el nimero de cerdos vendidos
anualmente.
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Un gréafico de este tipo recibe el nombre de diagrama de dispersion. Si tuvimos la idea de que la correlacion
entre la oferta y el precio fue muy estrecha, la dispersién bastante fortuita de estos puntos puede resultar
desilusionante; sin embargo, parece existir una tendencia general entre los puntos a la izquierda, a ser

mayores que aquellos a la derecha. Los puntos parecen caer dentro de una elipse bastante alargada (figura

13.1), tipica de los diagramas que representan una correlacién alta media. Otros tipos de diagramas de dispersion
(figura 13.2) son guias para interpretar tales graficos. La direccidn del eje de la elipse en nuestro ejemplo indica

una correlaciéon negativa.

Tabla 13.2. Ofertas y precios del cerdo.

Cerdos vendidos Precio por animal
Ao (millones) (X) (dolares) (Y)
1950 73 18.0
1951 79 2.0
1952 80 17.8
1953 69 21.4
1954 66 21.6
1955 75 15.0
1956 78 14.4
1957 74 17.8
1958 74 19.6
1959 84 - 14.1

Positivo perfecto Positivo alto Positivo bajo

r=+1 r=+ .8 r=+.1

Figura 13.2. Diversos tipos de diagramas de dispersién con sus coeficientes de correlacién asociados.

Cémo calcular la correlacion lineal 149




: Tabla 13.3. Datos de los cerdos, por rangos.
Rango de Rango de Diferencia de

. ofertas precios rangos (d) 42
. 8 5 3 9
™ 3 3 0 0
. 2 6.5 -4.5 20.25

9 2 7 49
® 10 : ; 81
® 5 8 -3 9
@ 4 9 -5 25

6.5 6.5 0 0
. 6.5 4 2:5 6.25
) 1 10 -9 81
._ Totales 0.0 280.5
:1. Primero, ordenamos las observaciones en cada columna, de mayor a menor. En el caso de ligaduras,

otérguese a cada miembro de la ligadura el rango promedio; por ejemplo, en ambas columnas anteriores, los
rangos 6 y 7 presentan ligadura, de modo que ambos se denominan 6.5

Segundo, sustraemos el segundo nimero del primero en cada hilera y anotamos la diferencia en la
columna encabezada por la letra d. -

Tercero, elevamos al cuadrado las cifras de la columnad y anotamos el resultado en la columna d.En
realidad, el segundo paso puede omitirse, puesto que resulta sencillo elevar los niimeros al cuadrado
mentalmente y anotarlos directamente en la columna d2.*
Cuarto, obtenemos el total de la columna d?. Este total se plantea en la forma 3d>.
Quinto, calculamos el coeficiente de correlacién, r, empleando la férmula:

r=1 =[6Zd*/n(n = N(n + 1]

donde n es el nimero de pares de observaciones.

En nuestro ejemplo,

r=1-[(6x280.5) /(10 x9 x 11)]
=1-170

==-.70

* La mayoria de las d deberan ser enteros pequefios. Si terminan en .5, se pueden elevar mentalmente al cuadrado
usando la siguiente formula (X +.5)? = X (X +1) + .25.Asi, 4.5 =4 x5 + .25 = 20.25,7.52=7 x 8 +.25
=56.25, etc.
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La respuesta se encontrard siempre entre + 1y — 1. El uno, positivo o negativo, representa una correlacién
perfecta, mientras que el cero indica ausencia total de correlaciéon. Por tanto, en nuestro ejemplo parece existir
una correlacién negativa bastante alta, de modo que calcularemos el coeficiente con mayor precisién
utilizando el método estandar.

METODO ESTANDAR

Este se conoce mas épropiadamente como método de producto-momento para el coeficiente de
correlacion lineal.

En el capitulo 2 indicamos que la desviacién de una X individual de la media de las X's (X = X) puede
representarse por una x minuascula cursiva. Analogamente, podemos utilizar el simbolo y para representar

(Y -Y).

Adoptando estos simbolos mas cortos, simplificamos grandemente muchas de las expresiones que
encontraremos; dichos simbolos se emplearan a menudo en este capitulo y en los sucesivos.

"La formula para el coeficiente de correlacion puede plantearse de diversas formas. Es conveniente escribirla

primero en términos de r® y luego encontrar r, opteniendo la raiz cuadrada de la respuesta final:

2= [Z (X = X) (Y = PIYAE(X = X)? =(Y - V). (1)
Puesto quex =X - Xyy=Y- Y, podemos escribir (1) en forma abreviada:

r2f Bay') V2 Zy? : | (2)

A pesar de que estas formas son sencillas, en general no es facil calcularlas directamente, puesto que incluyen
la elevacién al cuadrado de decimales dificiles de manejar. Para evitar esto, aprovechamos la relacion

. (£2X)?
=3 (X-X)?=ZX*-

forma siguiente: §
IXZY? T X)? sY)?
N A [a)
n . n n

Esta recibe el nombre de "‘forma operacional”.

. Sustituyendo Y por X donde sea necesario, podemos replantear (2) en la

Aplicando la férmula (3), podemos calcular ahora el coeficiente de correlacién para los datos de nuestro
ejemplo, usando el método estandar. Necesitaremos =X, 2Y, £X*, ZY? y ZXY. Encontramos, a partir de los
datos, que =X =752, Y = 179.7,2X*=56 804.0,2Y*=3 297.53 y XY = 13 420.40. Por tanto:

752 % 179.7 2 : 79.72
P [13 420.40 - _32_"_]_] /[(56 804.0— 12 )(3 297.53_ ] )]
: 10 10 10

=[13 420.40-13 513.441* /[ (56 804.0 - 56 550.4) (3 297.53 - 3 229.21)]

= (~93.04)*/(253.6 x 68.32)
=0.4996

¢ =y = V0996 =-0.707
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Nétese que el signo de r debe ser el mismo que el signo de Xxy; en este caso, negativo. La respuesta al método
abreviado fue —0.70, muy cercana a la respuesta por el método estandar, —0.707. No debemos
entusiasmarnos demasiado con esta coincidencia. Las respuestas por los dos métodos usualmente no son tan
cercanas. En el capitulo 14 ilustraremos un caso en que el método abreviado arroja una correlacion perfectg,
siendo ésta extremadamente engafosa. Se podrian encontrar otros casos en que el método abreviado arrojara

una respuesta que seria demasiado baja.

Podriamos utilizar el método abreviado para una rapida comprobacion sin el empleo de una maquina
calculadora o sélo cuando una respuesta aproximada se estimara suficiente. Para una estimacién mas eficiente
del coeficiente de correlacién y para una prueba de significacion, debemos utilizar el método estandar.

SIGNIFICACION ESTADISTICA

En el ultimo parrafo mencionamos la significacion. La idea general es la misma que encontramos en el
analisis de varianza. Formulamos la hipétesis de que no hay correlacion entre las dos variables y que la
aparente relacion se debe simplemente a la casualidad. Esta suele recibir el nombre de hipotesis nula.
Entonces planteemos la siguiente pregunta: "’ Si esta hipdtesis nula fuese verdadera, ;cual es la probabilidad de
que un valor de r obtenido fuera tan grande o mayor que el observado?”’ Si esta probabilidad es de un 5%,
decimos entonces que la correlacion es significativa. Si afirmamos que la correlacién es real, corremos un
5% de riesgo de estar equivocados. Si la probabilidad es de un 1% o menor, decimos que la correlacion es
altamente significativa y rechazamos la hipotesis nula, con sélo un 1% de riesgo de estar equivocados.

Afortunadamente, ya se han hecho y resumido los dificiles célculos requeridos para la determinacion de las
probabilidades especificas (tabla A.7). Fijandonos en la tabla sobre la linea opuesta a 8 grados de libertad,
encontramos que el coeficiente de correlacién de 0.7 podria ocurrir por casualidad en algun lugar entre el 1y
el 5% de las oportunidades; por tanto, podemos decir que la correlacion es significativa. Debemos ser muy
cuidadosos al interpretar datos de este tipo. Incluso si la correlacién es significativa, necesitamos ser
cautelosos al afirmar que una fluctuacion de la oferta causa una fluctuacion en el precio. El precio y la oferta
pueden estar relacionados con el tiempo, una tercera variable que no se ha considerado en los calculos. Al
final de este capitulo analizaremos algunas de las trampas encontradas en el trabajo con correlacién, y
daremos un ejemplo para mostrar cuan arriesgado es interpretar la correlacién entre dos variables que se hallan .
relacionadas con el tiempo. ;

¢Por qué 8 grados de libertad? Hemos estado acostumbrados a utilizar como grados de libertad a uno menos
el namero de observaciones, pero ahora, con 10 pares de observaciones, empleamos como el nimero de
grados de libertad a dos menos el nimero de itemes u 8. Por primera vez resulta obvio por qué hubo el
cuidado de afirmar que los grados de libertad fueron usualmente iguales a uno menos el nimero de
observaciones. Esta es la primera excepcién que hemos encontrado. La razén comiinmente presentada para la
sustraccion de dos en vez de uno, es que se pierde un grado en el calculo de la media y el otro se pierde con la
regresion.

Para facilitar ain mas el tema, estudiémoslo en otra forma. Supdngase que tenemos dos pares de
observaciones, dos pares cualesquiera, siempre y cuando no sean idénticos. Estos pueden representarse en un
grafico como dos puntos, y puede trazarse una linea a través de los mismos. A dicha linea la denominamos
recta de regresion, y los dos puntos se ajustan perfectamente a la misma. Dado que esto podria ser verdadero
para cualesquiera dos pares de observaciones, sin importar cuén poca fuera su relacion, resultaria
absolutamente ridiculo otorgarle cualquier significado a un coeficiente de correlacion basado Gnicamente en
dos pares de observaciones. Asi como una observacion resulta sin valor para revelar algo acerca de la
variabilidad, dos pares de observaciones nada indican acerca de la correlacion.

Para utiliza_ar un ejemplo sencillo sobre este aspecto, los periddicos de la mafiana informan que los “"Dodgers”
hicieron 8 carreras en la noche de ayer y que cierta accién cerré en 51. El dia anterior, los "Dodgers’ hicieron
4 carreras y la misma accidn cerré en 49. A partir de estos datos podemos concluir que tanto las carreras de
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los “Dodgers”’ como el precio de dicha accién estan sujetos a variacion. Incluso podemos estimar la cantidad
de variacién en ambos casos, pero la estimacion serd muy inexacta, puesto que en cada caso estara basada
s6lo en un grado de libertad, (n — 1). Probablemente podriamos incluso estar seguros en concluir que las
carreras de los “Dodgers’’ son méas variables que el precio de la accion; sin embargo, ;qué podemos decir
acerca de la relacion entre las dos variables? Resulta sencillo verificar que:

- R
3x2 3y (8) (2)

=1
Deaqui r=1.

¢No seria absurdo sostener que existié una perfecta correlacion entre el nimero de carreras de los 'Dodgers’”’
y el precio de cierta accién en el mismo dia?; no obstante, esto es lo que el coeficiente de correlacion revela
aparentemente. Evitaremos tal absurdo si decimos que dicha correlacién estuvo basada en (n — 2) o ceros
grados de libertad y que, por tanto, no tiene sentido.

;Con qué frecuencia el lector ha escuchado a la gente hacer extensas conclusiones respecto a correlaciones
basadas en un reducido nimero de observaciones? Imaginese a una persona que vuela por primera vez entre
San Francisco y Denver y que generaliza: ’Cuanto més al este nos desplazamos, mas frio sentimos.”” (O si
desea que sus palabras tengan mas profundidad, podria afirmar: “"He observado una correlacion positiva entre
la temperatura y la longitud.”’) Este ejemplo no es tan descabellado si consideramos que no pocas veces
encontramos a personas que hacen amplias generalizaciones a partir de escasas observaciones. Este es un
defecto que debemos tratar de evitar, y la ciencia estadistica puede ayudarnos a evadir dichas trampas.

LA RECTA DE REGRESION

Hasta el momento, en nuestro ejemplo sobre la oferta y el precio s6lo hemos determinado la estrechez de la
relacion y la probabilidad de que se debiera a la casualidad. No hemos aprendido nada acerca de como las
dos variables estan relacionadas.

Si suponemos que la relacién es lineal, es decir, se describe mejor mediante una linea recta, el problema se
reduce a encontrar la linea recta en particular que se ajusta mas estrechamente a los datos. ¢{Qué entendemos
por mas estrechamente ajustada? Si observamos el grafico de los datos, resulta obvio que no se puede
construir ninguna recta que pase a través de todos los puntos. No importa qué recta construyamos, diversos
puntos se desviaran de dicha recta. Medimos la variacion entre un solo conjunto de observaciones y
obtenemos la suma de cuadrados de las desviaciones de la media. Luego, parece légico medir la variacion de
una recta, obteniendo la suma de cuadrados de las desviaciones de la recta. Utilizando esta medida como el
criterio para la exactitud del ajuste, trataremos de encontrar la linea recta que hara la suma de cuadrados de
las desviaciones tan pequefia como sea posible. Tal procedimiento recibe el nombre de método de minimos
cuadrados. Quienes estén familiarizados con el calculo, inmediatamente reconoceran este problema como un
caso tipico que contempla la determinacion del valor minimo de una funcion.

La solucion al problema resulta muy sencilla. En términos de desviaciones de las medias de X y Y, la ecuacion
de la recta mas apropiada es:

. [ Zxy
i _(Zx’>‘

(yequivale a: “el valor estimado de y"').
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La expresion _z_ﬂ -es el coeficiente de regresién, puesto que indica el cambio estimado de y, para un cambio
rx? . L
unitario de x. Esto se ajusta a nuestra definicién de regresion, y ya hemos denominado b al coeficiente de

regresion, de modo que ahora podemos decir: b = T xy /3 x*. Mas precisamente, debemos denominarlo ‘el
coeficiente de regresién de Y sobre X", y utilizar el simbolo by . En general si A, se utiliza sin subindice, éste es
el coeficiente subentendido.

La ecuacién presentada en el parrafo anterior, puede replantearse en términos de las observaciones en si
mismas, en vez de en términos de desviaciones de las medias.

Podemos escribir: (Y = Y) = b (X - X)
Que puede replantearse como: ¥ = (Y = 6X) + L X

Si hacemos Y - bX = a, la ecuacién puede escribirse como Y = a + bX, que es la forma intercepto-pendiente
de la ecuacién de la recta mencionada al comienzo de nuestro estudio sobre regresion.

Ahora veamos como se aplica esta ecuacién a nuestros datos. Tenemos ya todas las sumas que necesitamos
para el calculo de r, es decir, el coeficiente de correlacion. Ahi encontramos que:

S X =752; entonces: X =752/10 =75.2
3Y =179.7; entonces: Y = 17.97
Zxy=-93.04

2 2?=253.6; entonces: b= —93.04/253.6 = - 0367

Por tanto, sustituyendo en la ecuacion:

¥ = (Y - X) + bX, obtenemos
¥ - 1797 - (-0367) 75.2]  +(-0367)X
¥ = 45.57 -0.367X

Esta ecuacion puede expresarse de la siguiente manera: “Iniciando con un precio base de 45.57 délares por
quintal, cada incremento unitario {millén) en las ventas anuales de cerdo esta asociado con una reduccién
promedio de 0.367 ddlares, del precio por quintal.”

Comparemos los valores de Y observados con los valores estimados, (Y's) , basados en la ecuacion de regresion.
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Tabla 13.4. Precios observados y estimados del cerdo.
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X Y ¥=45.57 - 367X d=v -Y 4z
73 18.0 18.8 -08 0.64
79 20.0 16.6 3.4 11.56
80 17.8 16.2 1.6 2.56
69 21.4 2.2 12 1.44
66 21.6 21.4 02 0.04
75 15.0 18.1 -3.1 9.61
78 14.4 16.9 -2.5 6.25
74 17.8 18.4 - 06 0.36
74 19.6 18.4 1.2 1.44
84 14.1 14.7 -04 0.36
Totales 0.0 34.26

El hecho de que la suma de las desviaciones sea igual a cero sirve como una comprobacién de los célculos.
Esto sera siempre verdadero (excepto para errores de aproximacion). La suma de cuadrados de las
desviaciones puede calcularse en una forma muy simple, a partir de la siguiente féormula:

2d¥=(1 ~rf) Ey?
En nuestro ejemplo:
Td¥=(1-04996)68.32 = 34.19,

una respuesta muy cercana a 34.26, mostrada en la tabla 13.4. La pequefia diferencia se debe a la
aproximacion.

Esta suma de cuadrados, X d?, recibe el nombre de suma de cuadrados debida a la desviacion de la
regresion, y la raiz cuadrada de la cantidad X d? (n-2) se denomina error estandar de la estimacidn. Este
es precisamente otro tipo de error estandar similar a aquellos que hemos encontrado anteriormente. Es una
medida de la cantidad de variacion de la recta de regresion.

En general, no es necesario afrontar todos los problemas para construir una tabla como la 13.4, a fin de
verificar la correccion de la recta de regresion. La construccidn de la recta sobre el diagrama de dispersion
revelara, por regla general, cualquier error craso. La construccion de la recta es muy simple, puesto que para
la determinacion de una recta cualquiera sélo se requieren dos puntos. Un punto puede estar sobre el eje de
las Y, a ¢ unidades (en este caso, 45.57) del origen. El otro puede ser el punto que representa a X (la media de
X)yaY (la media de Y). La recta que pasa a través de estos dos puntos recibird el nombre de recta de
regresion. La figura 13.3 muestra la recta de nuestro ejemplo trazada entre los puntos observados. Las lineas
punteadas entre los puntos observados y la recta de regresion representan las desviaciones.

156 Correlacion lineal y regresién

.............0.0................C‘..C.C““ﬁi&'




22
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Figura 13.3. Recta de regresion para los datos del cerdo, que muestra desviaciones a partir de la misma.

Notara el lector que las desviaciones estan representadas como rectas verticales. Esta es la suma de
cuadrados de tales desviaciones que hemos minimizado para obtener |a recta méas estrechamente
ajustada. Supdngase que decidimos construir una recta de modo que la suma de cuadrados de las
desviaciones horizontales de los puntos a la recta sea minima. ;Obtendremos asi la misma recta? La respuesta
es no, a menos que exista una correlacion perfecta. Esta nueva recta tendra la ecuacion:

~ [ Zxy
'S +v? recibe el nombre de coeficiente de regresion de X sobre Y, y se denotab

La expresion X xy ‘X
Ahora debe ser evidente por qué fuimos cuidadosas al puntualizar que el simbolo b se sobreentiende porb ,

la regresion de Y sobre X, a menos que se haga alguna otra especificacion.
Existe una razon para mencionar que hay dos rectas mas apropiadas, de acuerdo al sentido en que se
toman las desviaciones. Notese que:

:fz.

b _eb S .
Y X XY lx: S..Yl

Esto hace resaltar la relacion entre los coeficientes de regresion y el coeficiente de correlacion.
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Podemos ahora responder a las preguntas planteadas acerca de los datos de nuestro ejemplo.
1. ¢Cuén estrecha fue la relacién entre la oferta y el precio?

Respuesta: totalmente estrecha. El coeficiente de correlacion fue de —0.7, y +1seria el perfecto.
2. ;Cual es la probabilidad de que tal correlacién pudiera deberse a la casualidad?

Respuesta: una correlacion de este tamafio de 10 pares de observaciones sélo podria ocurrir por
casualidad entre el 5y el 1% de las veces.

3. ¢{Qué ecuacion describiria mejor la relacién entre el precio (Y) y la oferta (X) para dichos datos?
Respuesta: ¥ =45.57 - .367X

4. ;Hasta qué punto se ajusta esta recta a los datos?
Respuesta: la suma de cuadrados de las desviaciones de los puntos observados de la recta fue igual a
34.19 o aproximadamente la mitad de la variacion total del precio. Luego, sélo la mitad de la variacién del

precio estuvo asociada de algin modo con la variacion de la oferta. Una simple tabla de andlisis de varianza
revela esto (tabla 13.5).

El hecho de que el valor F de 7.99 es sélo ligeramente mayor que el F requerido en el punto de 2.5% para 1y 8
grados de libertad (7.57), comprueba nuestro hallazgo previo en la respuesta de la pregunta nimero 2.

Tabla 13.5. Analisis de regresion dispuesto en forma de anélisis de varianza.

Fuente de variacion Grados de libertad Suma de cuadrados Cuadrado medio F
Total 9 2y*=68.32
Regresion 1 1’y =34.13 . 34.13 7.99*
Desviacion de la regresion 8 (1-7)2y*=34.19 4.27

*Significativo en el nivel del 5%

TRAMPAS

Probablemente ninguna otra parte de la estadistica esté sujeta a tantos abusos y malas interpretaciones como
la correlacion vy la regresion. El aserto de que “‘se puede probar cualquier cosa con la estadistica” es cierto solo
si ignoramos algunos de los principios basicos contemplados. Los principios més frecuentemente ignorados en
correlacion son:

1. El nombre completo del coeficiente de correlacién es coeficiente de correlacién lineal, y

2. Nada en la definicién de correlacién indica o implica que la relacién entre dos variables sea de tipo
causal. A continuacién damos algunos ejemplos de lo facil que resulta meterse en problemas.
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. Una correlacién baja no siempre significa ausencia de relacién. Fijgmonos en los siguientes pares de
. cifras:
. Si calculamos el coeficiente de correlacion entre X y Y, encontraremos que éste
. X _i es igual a cero; sin embargo, si concluimos que no existe relacién entre Xy Y,
. 0 0 podriamos estar 'c:ompieyamente equivocados. Xesel tiempfz transcurrido en
. 144 segundos después del disparo vertical de una flecha a 160 pies/seg. Y es la
. elevacion de la flecha en pies. Desde luego, resulta absolutamente ridiculo
: . § §§2 afirmar que no hay relacién ent.re la a!tura de una flecha y su tier‘npo de vuelo.
: iCual es el quid de esta paradoja? La importante palabra lineal, implicita
. 4 384 cuando hablamos del coeficiente de correlacion, fue ignorada. Es cierto que
| . 5 400 ninguna linea recta resultara adecuada a estos datos, pero la ecuacion
' . 6 384 Y = 160X — 16X* dara un ajuste perfecto. Esta es la ecuacion de la parabola.
. g 322 La moraleja de este ejemplo es que debemos estar a la expectativa de
E 9 144 correlaciones curvilineas que puedan ajustarse a los datos mejor que una simple
. 10 0 correlacion lineal. Las formas de manipulacién de datos de este tipo se
. presentaran mas adelante.
;;.
. Una alta correlacién no necesariamente significa una relacion de causa y efecto. Considérese la tabla

. 13.6 a partir de la cual podemos calcular el coeficiente de correlacion y la ecuacion de regresion.

Tabla 13.6. Quince pares de datos altamente correlacionados.

X Y 3 X = 5669
295 73 X =377.9
339 78 TX? =2 163935
343 85 (ZX)¥/15 =2 142 504
344 91 Sx? = 21431
357 100 2Y = 1768
359 109 Y=117.9
368 B | [° SY? =218 482
395 125(2Y)*/15 =208 388
414 129 Sy* = 10094
406 135 IXY =681 962
385 142(EXZY)/15 =668 186

i 394 139 Sxy = 13776

404 140
420 147
446 156

r?= (2 xy)/Zx?Zy?
=(13776)2/(21 431 x 10 094)
=189 778 176/216 324 514 = .8773
r = \/?7_ =.937 (coeficiente de correlacién)
b =Zxy/Zx* =13 776/21 431 = .643 (coeficiente de regresién)
a=Y - bX=117.9 -243.0 = 125.1 (intercepto)
¥ = - 125.1 +.643X(ecuacion de regresién)
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Este alto valor del coeficiente de correlacién, 0.937, indica una estrecha relacién entre X y Y. Podemos tener la
sensacion de afirmar que cada cambio unitario de X causa un cambio de 0.643 en Y. Ahora veamos qué
representan X y Y. Las X son el nimero de cigarros consumidos anualmente en los Estados Unidos {en
millares de millén) entre 1944 y 1958, Las Y sor las cifras del indice de produccién por hora-hombre en
cultivos de heno y forraje durante el mismo periodo. Se requeriria un gran alcance de imaginacion para pensar
en cualquier causa directa y relacion de efecto entre el consumo de cigarros y la eficiencia del negocio de
heno. Precisamente sucedié que ambas variables mostraron un incremento estable con el tiempo durante el
periodo considerado.

La moraleja de este ejemplo es que el coeficiente de correlacién medira la estrechez de la relacién entre dos
variables, pero nada revela acerca de si dicha relacion es de tipo causal. Esta decision queda en manos del
investigador, y debe estar basada en una gran cantidad de conocimientos de las variables objeto de estudio.

Vigilar las correlaciones entre partes del todo. Hace algunos afios, en una reunién meteorologica se
presentd un articulo referente a los estudios sobre la longitud de las estaciones en crecimiento entre las
heladas dafiinas. Se informé que existié poca o ninguna correlacion entre la dltima helada de la primavera y la
primera helada del otofio durante un largo periodo. La siguiente conclusién reportada fue que existié una
correlacion bastante alta entre las fechas de la dltima helada de la primavera y la longitud de las estaciones.

Si examinamos esta segunda conclusion, notaremos que la longitud de la estacién esta completamente
determinada por dos partes: el comienzo (dltima helada de primavera) y el final (primera helada del otofio). Se
puede demostrar facilmente que si una variable esta constituida por dos o més partes independientes,
automaticamente existe una correlacion entre cualesquiera de las partes y el todo. La relacién es sencilla:

r = (desviacion estandar de la parte)/(desviacién estandar del todo). En el caso de la fecha de la helada, si las
fechas de las heladas de primavera y las fechas de la heladas de otofio son casi igualmente variables, entonces
esperamos que la correlacion entre las fechas de las heladas de primavera y la longitud de la estacion sea de

aproximadamente /.5 0 0.707.

La conclusion acerca de la correlacién entre la helada de primavera y la duracion de la estacién, a pesar de ser
correcta, fue trivial.

La extrapolacién es tentadora pero peligrosa. Frecuentemente, una serie de observaciones caen dentro
de un rango bastante restringido de valores para las dos variables objeto de estudio. Si éstas muestran un alto
coeficiente de correlacion, hay una gran tendencia a extender la recta de regresion mas alla del rango de
observaciones y de tratar de predecir que les sucederia a los valores de Y si X fuese tomado en valores por
encima o por debajo de aquellos en realidad observados. Esto recibe el nombre de extrapolacion.

Esta es una practica peligrosa, puesto que muchas variables que se encuentran relacionadas en forma
curvilinea daran una alta correlacion lineal s6lo si una pequefia seccion de la curva se toma como muestra.

La tabla 13.7 resume las mediciones de diez bulbos de cebolla con diametros entre 50 y 70 milimetros con sus
correspondientes pesos en gramos.
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Tabla 13.7. Mediciones de diez bulbos de cebolla.

Diametro (X) Peso (Y)
51.0 63.4
66.2 115.3
69.2 146.6
69.5 132.6
56.9 80.7
67.1 125.6
58.1 80.0
53.9 78.7
63.0 112.8
60.0 96.2

El célculo de r, el coeficiente de correlacién, y de la ecuacién de regresién es como sigue:

X =614.9 Y =1031.9
X =61.49 Y =103.19
X2 =38 192.17 ZY? =113 247.79 3XY =65 014.60
(£X)*/n=37810.20 (2Y)%/n =106 481.76 SXZY/10 =63 451.53
Sx?= 38197 Sy* = 6766.03 Sxy = 1563.07

r? = (1 563.07)%/(381.97 x 6 766.03) = .9454

r =y .9454 = .97 (coeficiente de correlacion)

b =1 563.07/381.97 = 4.092 (coeficiente de regresién)
a =103.19 - (4.092) (61.49) = - 148.43 (intercepto)

¥ =4.092X - 148.43 (ecuacién de regresién)

La correlacion de 0.97 entre el didmetro y el peso es muy alta. (Esto no es sorprendente.) Dentro del rango de
50 a 70 milimetros, una ecuacion de la recta describe muy bien la relacién entre las dos variables.

Realicemos ahora la extrapolacién y veamos qué sucede. Un bulbo que midié 92.4 milimetros arrojé un peso
de 300.2 gramos; pero nuestra estimacion del peso a partir de la ecuacién de regresién equivale a 229.7
gramos. La extrapolacion hizo que nos equivocdramos en 70.5 gramos en nuestra estimacién. Por otro lado,
un bulbo que midi6é 37.8 milimetros pesé 27.8 gramos, pero la extrapolacién dio una estimacion de 6.2
gramos. La extrapolacién para valores alin menores de X pronto dara estimaciones completamente absurdas
de Y; por ejemplo, un bulbo de 36.27 milimetros seria estimado sin peso y todos los bulbos menores que éste
obtendrian estimaciones negativas. La figura 13.4 muestra la recta ajustada a los datos y los efectos de la
extrapolacién.

Es facil observar por qué la extrapolacidon nos conduce por caminos tan equivocados en este caso. La
ecuacion de regresién lineal implica que una cantidad dada, afiadida al didmetro de un bulbo, acrecentara
cierta cantidad fija de peso; sin embargo, debe resultar obvio que esto no puede ser asi.

Un centimetro acrecentado a un bulbo de 9 centimetros, ciertamente resultara en un mayor aumento de peso
que un centimetro afiadido a un bulbo de 2 centimetros.
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| Si deseamos determinar en qué forma estan relacionadas dos variables fuera del rango de nuestras
| observaciones, el procedimiento mas seguro consiste en realizar mayores observaciones en el rea que nos
interesa.

300

Error debido a la extrapolacién

250

150

Peso de los balbos (g)

100 Rango de observacion ----

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Diametro de los bulbos (mm)

Figura 13.4. Recta de regresion trazada a través de los datos de la cebolla para un rango limitado, mostrando el peligro de
la extrapolacion a partir de observaciones limitadas.
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RESUMEN

Correlacion es la tendencia de dos variables a estar relacionadas en una forma definida.

Las dos variables reciben el nombre de independiente ydependiente, de acuerdo con la manera en que se conciba a
una dependiendo de la otra.

La variable independiente se denomina X y la variable dependiente se denota por Y.
El coeficiente de correlacién mide la estrechez de la relacién.

Regresion es la cantidad de cambio de la variable dependiente asociado con un cambio unitario de la variable
independiente.

La ecuacion de regresién lineal se escribeY = ¢ + b X.donde Y es el valor estimado de Y, a es el intercepto o punto
donde la recta corta al eje de las x, y b es la pendiente o coeficiente de regresién.

La representacion grafica de un conjunto de datos constituidos por pares de elementos da lugar a un diagrama de
dispersion. Por regla general, éste constituye un conveniente primer paso en el andlisis de regresién. Un método
abreviado rapido conocido como método de diferencia de rango facilita el calculo de una aproximacién al coeficiente
de correlacion. La férmulaes: r =1 =[62d%n(n = 1) (n + 1)Jdonde r es el coeficiente de correlacién, d es la diferencia
de rango en cada par de observacion, y n es el nimero de pares.

El método estdndar o método de producto-momento puede expresarse con diversas formulas:

r!

[S(X = X) (Y - ‘7)]’/ [E(X=X)22(Y =Y)?] (forma de observacién directa)

r*=(Xxy)* /X x*Xy? (forma de desviacién de la media)

IXXY |*? (£X)? (2Y)?
riz [EXY - }/[2)(1 - ——-)(EY’ - (forma operacional)
‘n n

n

r?’=b__b

v xPxy {forma de regresién)

r =3 \.f? (El signo corresponder4 al signo del nimero dentro de los corchetes de los numeradores de las
ecuaciones 1 a 3. Este corresponder4 al signo de b, , en la ecuacion 4.)

La significacion del coeficiente de correlacién puede determinarse mediante una tabla especial de r, utilizando n—2 grados
de libertad, donde n es el nimero de pares de observaciones.

Las correlaciones basadas en solo dos pares de observaciones seran siempre mas o menos uno, pero éstas no tienen
sentido.

El coeficiente de regresiénes: h = X xy/2x?
El interceptoes: « = Y - X,

Cuando ay b estan determinados, podemos plantear la ecuacion de regresién como Y= u+ bX

Resumen 163

"“i




P

PRl A r’ﬁA’“P'A"’-f“‘f-"‘"’""r‘t‘t‘ﬁﬁﬁppp—.

[

La falta de coincidencia entre los valores de Y observados y estimados se mide por la suma de cuadrados debida a la
desviacién de la regresién, obtenida a partir de la siguiente relacién:

Xd¥= (1 =rT) Xat

La suma de cuadrados debida a las desviaciones dividida entre sus grados de libertad (n — 2) da el cuadrado medio
debido a las desviaciones de la regresion.

e St

La raiz cuadrada del cuadrado medio, debida a las desviaciones de la regresién, recibe el nombre de error estdndar de la
estimacion.

La suma de cuadrados debida a la regresién puede obtenerse directamente:
SCR = r?Sy? o, por sustraccién: SCR = Xy? - £d°.

El cuadrado medio debido a la regresién es igual a la suma de cuadrados, puesto que éste sélo tiene un grado de
libertad.

B L

(cuadrado medio para la regresion)
(cuadrado medio para las desviaciones)
bajo 1y (n — 2) grados de libertad. Esto suministra la misma prueba que si consultaramos una tabla de r.

Una prueba de significacién basada en F = puede verificarse en una tabla de F

Siempre debe recordarse que el coeficiente de correlacién ordinario supone una relacién lineal entre las dos variables;
ademas, ésta no puede ayudarnos a decidir si la relacién es de tipo causal y efecto.

".I' I . E:

b
(Ll (e}

Un bajo coeficiente de correlacion no siempre significa ausencia de relacién. Puede existir una relacién curvilinea muy
estrecha.

Al i

Un alto coeficiente de correlacién no implica una relacién directa de causay efecto. Las dos variables pueden estar
simplemente relacionadas con una tercera variable, como el tiempo.

Evitese la correlacién de una variable con una de sus componentes. Las conclusiones alcanzadas son igualmente
triviales. '

Evitese la extrapolacién de una recta de regresiéon mas all4 del rango de observaciones.

0

———
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Relaciones curvilineas

En el capitulo anterior insistimos repetidamente en la necesidad de tener en mente que los coeficientes de
correlacién y regresion usuales estan basados en una relacién lineal entre dos variables. La relacion lineal es el
tipo mas sencillo de relacién encontrada entre dos variables. Incluso si existen desviaciones pronunciadas de la
linealidad para valores extremos de X y Y, frecuentemente sucede que, dentro del rango util o practico de
valores de las variables, una recta es suficiente para caracterizar la relacién; por ejemplo, en pruebas con
fertilizantes, frecuentemente notamos que se registra un incremento sostenido en la produccién con
aplicaciones cada vez mayores de algun nutriente hasta un punto dado. Mas all4 de dicho punto, el
incremento de la produccién puede ser menos pronunciado, y finalmente la produccién en realidad disminuye
cuando utilizamos excesivas cantidades de abono. Si estamos interesados exclusivamente en aplicaciones
bajas a medianas de fertilizantes, una recta puede resultar satisfactoria para describir la relacién entre la
produccién y el fertilizante. Si deseamos describir esta relacién a través de todo el rango de aplicaciones desde

cero hasta extremadamente altas, probablemente tendremos que utilizar una curva que alcance un punto
maximo y luego disminuya.

COMO DECIDIR QUE CURVA UTILIZAR

Puesto que existen maltiples tipos de curvas que podemos utilizar para expresar la relacién entre dos variables,
primero debemos decidir qué tipo de curva vamos a tratar de ajustar a los datos. Resultarfa deseable encontrar
una curva que expresara alguna relacién natural estre las dos variables; pero esto no siempre es posible.
Algunas veces, el conocimiento cabal y la experiencia con las variables que estamos estudiando nos capacita
para elegir un tipo de curva que es més logica que las demaés. Citaremos més ejemplos de esto a medida que
avancemos en nuestro estudio. Otras veces lo inverso es verdadero. Encontrar una curva que se ajuste
estrechamente a los datos puede darnos una importante pista, como la relacién natural que existe entre dos
variables. Muchas de nuestras leyes naturales fueron descubiertas en esta forma; por ejemplo, la ley de Boyle,
la de Charles y la ley de la caida de los cuerpos.

Tratandose de datos biolGgicos, la relacién entre dos variables puede ser tan compleja que ninguna ecuacién
simple satisfaga la descripcién de la misma. A menudo debemos conformarnos con hallar una ecuacién que se
ajuste razonablemente a los datos, sin exigir que la ecuacion exprese cualquier relacién natural. Siempre es
posible encontrar una curva que se ajuste de manera perfecta a los datos, pero tal curva puede ser
estrictamente artificial y completamente desprovista de significado fisico o biolégico.

Entre una multitud de tipos de curvas, hemos seleccionado cuatro para su consideracién, por dos razones:
primera, porque éstas son las mas cominmente encontradas tratandose de datos biolégicos y econémicos; v,
segunda, porque para su estudio sélo se requieren ideas mateméticas elementales.
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La linea recta de tipo logaritmica

Por linea recta de tipo logaritmica entendemos cualquier curva que pueda transformarse en una linea recta
mediante la toma de los logaritmos de X y Y como variables, en vez de los valores originales. La forma general
de la ecuacién de una curva de este tipo es:

Y = aX?
Si aplicamos logaritmos a ambos miembros de esta ecuacién, obtendremos:

logY =log a+ blog X*

Si hacemos que los logaritmos de X y de Y sean las variables, denominandolas X' y Y, y la constante log a se
denominaa’, podemos replantear la ecuacién de la siguiente forma:

Y’'=a'+bX"~

Esta es facilmente reconocible como la ecuacién general de la recta, estudiada en el capitulo anterior; por
tanto, todo lo que tenemos que hacer para analizar los datos de este tipo es transformar las observaciones en
logaritmos y luego proceder exactamente como lo hicimos con la correlacién lineal y la regresion.

El valor de b puede ser positivo o negativo y contener nimeros enteros o fracciones. La figura 14.1 muestra
algunos ejemplos de la gran variedad de formas de curvas que resultan de diferentes valores de 5. Después de
la transformacién de X y Y alogaritmos, todas estas curvas se vuelven lineas rectas con pendiente b, como se
muestra a la derecha de la figura.

El efecto de a en las curvas originales es comprimir o expandir la escala en uno de los ejes, mientras que su
efecto sobre la recta logaritmica transformada es simplemente desplazarla hacia arriba o hacia abajo sin
cambiar su pendiente.

Puesto que sélo los nimeros positivos tienen logaritmos, |a forma logaritmica de las ecuaciones no tiene
significado para valores negativos de X. Por tanto, debemos aplicar la transformacidn logaritmica sélo a
aquellos datos donde todas las observaciones de X y Y sean positivas. Esta no es realmente una restriccién
muy seria, puesto que diversas mediciones fisicas, como el peso, la longitud, el érea, etc., toman s6lo valores
positivos.

(Cémo sabemos que es plausible emplear la transformacién logaritmica? Nuevamente aqui, la utilizacién de un
gréfico brinda un buen comienzo. La representacién grafica puede hacerse en dos formas. Los valores
observados de X y Y pueden convertirse en logaritmos y marcarse en un papel cuadriculado ordinario. Un
método alin més simple es trazar los valores originales en un papel cuadriculado denominado papel
logaritmico. Con cualquiera de los dos métodos, el resultado obtenido ser4 un diagrama de dispersion. Si este
diagrama de dispersién tiene la apariencia de una larga y estrecha elipse, tipica de datos correlacionados en
forma lineal, podemos proceder al anélisis de los logaritmos de Xy Y.

Desde un punto de vista légico, cabria esperar datos basados en mediciones que incluyeran dos nameros
diferentes en dimensiones para ajustar curvas de la formayY = aX b por ejemplo, la altura es unidimensional,
mientras que el peso, estando relacionado con el volumen, es tridimensional; por tanto, al correlacionar la
altura con el peso, seria légico probar la transformacién logaritmica. Lo mismo ocurriria con mediciones de
amplitud y area, longitud y volumen, superficie y didmetro, etc.

En el capitulo anterior, al examinar los peligros de la extrapolacién, presentamos algunos datos de los
diametros y pesos de los bulbos de cebolla. Puntualizamos ahi que una linea recta describe bastante bien la

*Para que quienes no recuerdan las reglas de logaritmos y exponentes, un repaso resultara beneficioso para este estudio.
En ese sentido, puede consultarse cualquier texto de algebra elemental.
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Forma logaritmica

< Log Y =2Log X
’

’
/
/ < Log Y ==1+4+2Log X

Log Y == % Log X

(b= =%

Log Y ==Log X

(b=-1)

convertir curvas en lineas rectas.

0000000000000 00000000000000000000000ODOCOCOCOOOOOROY?
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Figura 14.1. Diversas curvas formadas con sus transformaciones logaritmicas, mostrando cémo los logaritmos pueden
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relacién si sélo consideramos un rango pequefio de didmetros. Si esta recta fuese extendida hacia cualquier

i
direccién més alla del rango de observaciones, fracasaria en brindar una buena representacion de la relacién '.
entre el didmetro y el peso. Si nos detenemos y pensamos al respecto, esto es en realidad lo que cabria ‘.
esperar. Se esperaria que un centimetro afiadido a un gran bulbo significara un mayor aumento de peso que |
un centimetro afiadido al di4metro de un bulbo pequefio; ademas, si los bulbos fueran esféricos, la relacion .
entre el didmetro y el volumen seria: j.

VY =nd* /6. ‘.
Si la gravedad especifica de los bulbos permaneciera completamente constante a través de todos los tamafios .
de bulbo, el peso serfa una funcién lineal directa del volumen; por tanto, esperarlamos que el peso (Y) fuese .
una funcién del cubo del diametro (X). .
Tabla 14.1 Diametros y pesos de bulbos de cebolla. : .
Diametro (X) Peso (Y) Log X(X") Log Y(Y ") .
35.1 24.3 1.54531 1.38561 @
35.3 24.1 1.54777 1.38202 _‘.
35.5 24.4 1.55023 1.38739
37.8 277.8 1.57749 1.44404 -
37.8 28.7 1.57749 1.45788 .
41.4 42.0 1.61700 1.62325 .
41.7 4.5 1.62014 1.53782 :
44.8 5.1 1.65128 174896 [
44.9 49.0 1.65225 1.69020 .
47.9 58.4 1.68034 1.76641 .
51.0 63.4 1.70757 1.80209 ;
53.9 78.7 1.73159 1.89597 @
56.9 80.7 1.75511 1.90687 .
58.1 80.0 1.76418 1.90309
60.0 9.2 1.77815 1.98318 @
63.0 112.8 1.79934 2.05231 @
66.2 115.3 1.82086 2.06183 .
67.1 125.6 1.82672 2.09899 ;
69.2 ' 146.6 1.84011 2.16613 -
- 69.5 132.6 1.84198 2.12254 .
70.7 142.8 1.84942 2.15473 .
73.1 137.1 1.86392 2.13704
73.1 163.2 1.86392 2.21272 )
77.4 180.0 1.88874 2.25527 .
81.7 198.0 1.91222 2.29667 .
81.7 207.8 1.91222 2.31765
82.3 190.8 1.91540 2.28058 (1
83.1 225.5 1.91960 2.35315 .
84.6 237.0 1.92737 2.37475
92.4 300.2 1.96567 2.47741 .
Totales 1817.2 3383.6 52.90339 58.27655 .
Sumas de cuadrados 118 958.58 542 675.26 93.80268806 116.4541216 :
Sumas de productos en cruz 241.772.67 104.0495715 .
@
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La verdadera situacion con las cebollas no es tan simple, puesto que éstas raramente tienen forma gsférica,
pero son esferoides con una seccién longitudinal eliptica; ademas, cuando los -bulbos. crecen, ca!mblan
continuamente de forma, siendo esferoides prolato cuando son pequefios, casi esféricos en algdn tamario
mediano, y esferoides achatados cuando son grandes. Este constante cambio en la forma result::-! del hecho de
que los bulbos crecen més rapidamente en didmetro que en longitud. No obstante -estas complejldade.s,
parece que el tipo de datos con los que estamos tratando puede simplificarse considerablemente mediante

una transformacién logaritmica.

La tabla 14.1 muestra los didmetros y pesos observados con 30 bulbos, dispuestos por orden de sus
diametros. - o
Primero calcularemos los coeficientes de correlacién y la ecuacién de regresion para los datos originales.

(1817.2)
30

Zx*= 118 958.58 - =8 884.72

3.6)
. )= 161 050.29

3y*= 542 675.26 -

1817.2(3383.6)

Sxy= 241 77267 - =36 816.74

, _ (Zx)? (36 816.74)2
T Se5,  8884.72(161 050.29)

r =0.9473 =8.973

=0.9473

, Sz 3681674
T3 888472 |
_ 33836 ]817.2)1
o N i - Py S ==--138.20
a=Y-bX= 0 [4.144 0

¥ =4.144X -138.20

A primera vista parece como si la linea recta nos diera un excelente ajuste a los datos. El coeficiente de
correlacion, 0.973, es muy alto; sin embargo, si nos fijamos en el grafico de los datos con la recta de regresion
superpuesta (figura 14.2), notamos algo perturbador. Todas las desviaciones de la recta en los extremos del
rango son positivas, mientras que aquellas en el medio del rango son negativas. Si las desviaciones fueran
mas o menos aleatorias, estariamos satisfechos; pero esta agrupacién sistemética de las desviaciones nos
conduce a pensar que una curva describiria ain mejor las observaciones. Existe otra raz6n mas apremiante
para tratar de ajustar una curva. La recta que hemos ajustado a los datos, sencillamente no tiene sentido para
diametros inferiores a casi 34 mm, pues indica que los bulbos menores que lo sefialado tendrian pesos
negativos.
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Figura 14.2. Datos de la cebolla a partir de un rango méas amplio de observaciones que el de la figura 13.4, mostrando"
desviaciones no aleatorias de la recta de regresién.

Ahora ajustaremos una linea recta a los logaritmos de X y Y, y veremos si estas dificultades son superables.
Los calculos son exactamente los mismos, excepto que reemplazamos X por X "= log X,y Y por Y "= log Y.

Y=4.144 X-138.20

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Diametro de los bulbos (mm)

(52.90339)*

S22 = 93.80268806 - = 51039894
y (58.27655)*
Syt =116.4541216 e 3.2489123
52.90339(58.27655
Sx’y’= 104.0495715 - 3; - 1.2820031
2
. 1.2820031 —
151039894(3.2489123)
r=y.9911 =.99
_1.2820031 _ o BTG
.51039894
58.27655 (52-90339 )
a’= —35— —2.5118 30 = — 2.4869

‘= 2.5118X "= 2.4869

<)
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El coeficiente de correlacion, 0.996, indica un ajuste extremadamente estrecho, incluso mayor que el obtenido
a partir de los datos no transformados; sin embargo, el perfeccionamiento de la correlacién no es la razén
principal para preferir el uso de los datos transformados en este caso. Se puede observar, a partir de la figura
14.3, que las desviaciones de los puntos de la recta de regresién son mas o menos aleatoriamente distribuidos
en cuanto a su direccién; ademas, la relacion entre X y Y, expresada en una nueva ecuacion, implica que
cuando el didmetro se aproxima a cero, el peso también se aproxima a cero.

La ecuacion de regresién en forma logaritmica puede volverse a transformar para las mediciones originales,
tomando el antilogaritmo de a’ para encontrar a y sustituyendo:

ecuacién: Y = aX?
forma logaritmica: Y = 2.5118X" — 2 4869

forma original: Y = .00326(X?*-****)

El- exponente de alrededor de 2.5 es interesante, por cuanto revela aproximadamente el patrén de crecimiento
de las cebollas. Si los bulbos crecieran en la misma proporcién en todas las dimensiones, la forma
permaneceria constante y el peso deberia ser una funcién del cubo del didmetro de X*. Si la profundidad
permaneciera constante y el crecimiento contemplado sélo se incrementara en didmetro, el peso deberia ser
una funcién del cuadrado del diametro de X*. Si los bulbos aumentan en profundidad, pero en una proporcién
més lenta que su incremento en didmetro, la forma debe cambiar de prolato a esférica a achatada, y el peso
debe ser una funcién de alguna potencia del didmetro entre 2 y 3. La Gltima situacién concuerda exactamente
con las observaciones. La ecuacién que hemos desarrollado no sélo se ajusta estrechamente a los datos, sino
que también expresa una relacién natural entre el didmetro y el peso, que concuerda con otros hechos
referentes a la geometria del crecimiento.

2.6

¥ =2.5118 X’ - 2.4869

Log peso

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
Log diametro

Figura 14.3. Los mismos datos de la figura 14.2 referentes a las cebollas convertidos a logaritmos, mostrando un mejor
ajuste a una linea recta.
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La linea recta de tipo semilogaritmica

La ecuacién general para este tipo de curva es:
Y = ab*

Si aplicamos logaritmos a ambos miembros de la ecuacién, obtenemos:
log Y =log a + (log b)X

Haciendo Y = Y’, log a = a’, y log b = b°, entonces:

Y':ﬂ,‘f‘ b’x

Nuevamente, la transformacién ha producido una linea recta; pero en este tipo de curva son el logaritmo de X
| y los valores originales de X los que estan siendo utilizados, en vez de los logaritmos de ambas variables. Por
ese motivo, ésta recibe el nombre de tipo semilogaritmica. Existe papel cuadriculado semilogaritmico con
una escala logaritmica sobre el eje de las Y y una escala ordinaria sobre el eje de las X. Los Jatos pueden
anotarse en un papel semilogaritmico, o los valores Y pueden llevarse a logaritmos y trazarse sobre un papel
cuadriculado ordinario. En cualquiera de los casos, si el diagrama de dispersién resultante se parece al de

datos lineales, vale la pena calcular los coeficientes de correlacién lineal y la regresién del logaritmo de Y sobre
X.

Forma exponencial

Forma logaritmica

Log Y =X Log 2

Figura 14.4 Curvas exponenciales tipicas, con su transformacién logaritmica.
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Una curva de este tipo suele denominarse curva exponencial, puesto que la variable X aparece como un
exponente en la ecuacion. Los valores de X pueden ser positivos o negativos, fracciones o niimeros enteros;
pero b sélo puede ser un nimero positivo. La figura 14.4 muestra dos curvas exponenciales tipicas, una con
b =2,y la otra con b = ). La figura revela también la recta resultante de la transformacién de Y a log Y.

Los datos que mé&s probablemente se ajustan a este tipo de curva son aquellos relacionados con

proporciones de interés. La férmula para el cambio en el capital con el tiempo, invertido a una proporcion
‘constante de interés compuesto anualmente, es:

A=P(1+)

donde A es la cantidad al final del tiempo t, P es el capital original, r es la proporcién anual de intereses, y t es
el tiempo en afios.

¢Ddnde encontramos algo semejante en la agricultura? Muchos organismos tienen un crecimiento bastante

constante al menos durante las primeras etapas de crecimiento, siguiendo, por tanto, la ley de composicion
del interés. Si estamos estudiando la relacién entre tiempo y tamafio de un organismo o de una poblacién, a
menudo resulta atil ver si los datos se ajustan a este tipo de curva.

Ctra situacion en la que este tipo de curva ser4 (til es en el tratamiento con leyes fisicas que tienen la
caracteristica de ser exponenciales. Consideremos, por ejemplo, la ley de Van Hoff, que establece que la
proporcion de reaccién aproximadamente se duplica para cada elevacién de 10°C. de temperatura. Se sabe que
muchas respuestas de plantas cumplen bastante bien esta ley, al menos a través de un rango limitado de
temperaturas. Luego, la temperatura y la proporcién de pudricién de frutas y vegetales, frecuentemente puede
estudiarse con facilidad, suponiendo que ésta se encuentra relacionada en forma exponencial.

Como un ejemplo de datos que pueden analizarse transformando Y en log Y, tomaremos la relacion de
poblaci6n (Y) y tiempo (X) para la ciudad de San Diego, California, a través de once censos.

Tabla 14.2. Poblaci6n de San Diego, California, desde 1860 hasta 1960.

|

' Décadas
Afio del censo Desde 1840 (X) Poblacién (Y) Log Y

1860 0 o 2.864
1870 1 2 300 3.362
1880 2 2636 3.421
1890 3 16 159 4.208
1900 4 17 700 4.248
1910 5 39 578 4,597
1920 6 74 261 4.871
1930 7 147 995 5.170
1940 8 203 341 5.308
1950 9 334 387 5.524
1960 10 573 224 5.758

Totales 55 49.331

Sumas de cuadrados 385 230.393503

Suma de X log Y 277.981
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Un gréfico de las poblaciones contra el tiempo (figura 14.5) muestra en seguida que es inGtil calcular:una
ecuacion de regresion lineal para estos datos. Este es un ejemplo clasico de un caso en el que el método
abreviado daria resultados extremadamente engafiosos. Puesto que el rango de las poblaciones es
exactamente igual al rango de los afios, el método abreviado daria un coeficiente de correlacién de + 1. Este
no seria capaz de revelar que los datos son decididamente curvilineos; sin embargo, cuando se grafica el
logaritmo de la poblacion contra el tiempo, observamos que una linea recta parece razonable para repreéentar

sisiaialalisisioialalalatalalatal ol el el ol ol ot ot ol Sl e T HCNP NP N
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Figura 14.5. Poblaciones de San Diego para once décadas trazadas directamente sobre una escala logaritmica.

Los calculos son directos si sustituimos Y porY "= log Y como una de las variables:
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, (55)?
Ya?=385- — =110
N
. i (49.331)°
Yy % =230.393503 - ] =9.161907
1
) 55(49.331)
Yoy =277.981 - ———— =31.326
11
(X xy??
P2 = —-—-— =(31.326)*/110(9.161907) = .9737
Aty
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=/ .9737 = .987
Xxv' 381326

hE'C 110

- - 49.331 55
a=Y" - bX = —— - .2848 ——1 = 3.0606
11 1

Ecuacion de regresion: Y'=3.0606 + .2848X
Tomando el antilogaritmo de ambos miembros obtenemos la ecuacién exponencial: Y=1 150(1.927) *
Esta ecuacion revela que, en promedio, la poblacién registrd un incremento de 92.7% cada 10 afios.

No hay lugar a dudas de que la curva exponencial se ajusta mucho mejor a los datos que cualquier linea recta
que pudiera utilizarse; sin embargo, incluso cuando empleamos los logaritmos de la poblacién contra el tiempo
y los ajustamos a una recta, el ajuste no es ideal y se registra una ligera, pero definida tendencia de los puntos
a formar una curva. Las desviaciones en el medio de la recta son positivas, mientras que aquellas en los
extremos son negativas. Por el grafico, parece que la proporcién de crecimiento no ha sido constante, pero
que ha mostrado una tendencia a decaer.

Si la curva fuese extrapolada a 1970, la poblacién estimada seria de 1 561 000 habitantes. Mas adelante
mostraremos coOmo se puede construir una ecuacién aln mejor para expresar la relacnén entre la poblacién y el
tiempo.

El tipo polindbmico

Este tipo de curva tiene la ecuacién general Y = « + 56X + ¢X® + dX* + ... .La hilera de puntos indica que
podemos tener tantos términos como deseemos. Si la ecuacion presenta solamente los dos primeros términos
en su miembro derecho, podemos reconocerla como la ecuacién de una recta. Si ésta concluye con el
segundo término (cX?), se trata de una ecuacion de segundo grado o cuadrética. La curva representada por
una ecuacion cuadratica tiene en especial el nombre de parabola. Una ecuacién que concluye end X* se
denomina ecuacién de tercer grado o cubica. La potencia mas alta de X que aparece en la ecuacién
determina el grado de la misma, y los grados méas comunes reciben nombres especiales. Correspondiendo a los
cuatro primeros grados, encontramos los términos lineal, cuadratica, cubica y cuartica, respectivamente.

El polinomio es, con mucho, la expresion mas ampliamente utilizada para describir la relacién entre dos
variables. Algunas veces puede no ser una expresion particularmente ““natural”, es decir, aquella que expresa
una relacion de causa y efecto entre las variables; sin embargo, es tan flexible y tan facilmente manejable en
forma matematica, que resulta de gran utilidad.

La figura 14.6 muestra algunas de las muchas formas de curvas que pueden representarse mediante una
ecuacion polinémica. Una propiedad de este tipo de ecuacién es que, sin importar cuantos pares de
observaciones tengamos, resulta posible calcular una curva polinémica que se ajustara exactamente a cada
punto, siempre que solo exista un valor de Y para cada valor de X. El grado del polinomio, requerido para que
esto se realice, es, a lo sumo, uno menos que el nimero de pares de observaciones. En la practica, rara vez
calculamos ecuaciones que sean mayores de tercer o cuarto grado. Los célculos mas all4 de esto son
formidables y los resultados suelen ser curvas serpenteantes, sin sentido.

Notamos que una linea recta fue simplemente un caso especial de la ecuacién general polinémica; un
polinomio de primer grado o lineal. A fin de encontrar una expresién para la relacién curvilinea de dos
variables, tratamos de hacer lo mismo que cuando la ajustdbamos a una linea recta; es decir, buscabamos la
curva de cierto grado que hiciera minima la suma de cuadrados de las desviaciones. A propésito, las
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transformaciones logaritmicas que se utilizaron para simplificar los dos primeros tipos de curva, no se emplean
en el ajuste al polinomio general. Deben usarse otros métodos.

El problema consiste en encontrar los coeficientes a, b, c, d, etc., que daran un polinomio que cumplira el
requisito de que la suma de cuadrados de las desviaciones sea minima. Para esto, hacemos uso de lo que
conocemos como ecuaciones normales. Necesitamos tantas ecuaciones como coeficientes haya, o una més
que el grado de la ecuacién que deseamos ajustar.

Las ecuaciones normales son:

an+bIX+cZXP+dIX*+...=2Y
aZ X+ X3P+ cTXP+dI X +...=ZXY
aS X2+ bEIX + cIX* +dEXS+. .. XY

aZX®+ bEX* + ZXF+dEX® +...=2X%Y

.o

Los puntos significan que continuamos con el mismo patrén hasta que tengamos tantos términos a la
izquierda del signo de igualdad y tantas ecuaciones, como coeficientes haya. Entonces, para una linea recta
sélo necesitamos los primeros dos términos de las primeras dos ecuaciones. Para una curva cuadrética o de
segundo grado, necesitamos los tres primeros términos de las tres primeras ecuaciones, y asi sucesivamente.

A partir de los datos, necesitamos calcular las sumas de potencias de X y las sumas de productos requeridos
en la ecuacién. Para una ecuacién de enésima potencia, necesitamos calcular las sumas de todas las potencias
de X hasta X*", y las sumas de productos hasta X"Y. La matemética es sencilla, pero la aritmética resulta
abrumadora si tratamos de ajustar polinomios de grados elevados.

A modo de ejemplo, utilizaremos algunos datos de la produccién de frijol de media luna verde en diferentes
edades del campo, en tiempo de recoleccién. La fecha de la primera recoleccién se emplea como la fecha
base, y se le otorga un valor de X igual a cero. Los valores de X para las recolecciones subsecuentes son el
numero de dias transcurridos desde la fecha base. La produccién en libras es la variable dependiente,
designada por Y. Se espera que los datos sean curvilineos, puesto que se debi% registrar un incremento de la
produccién con la edad del campo; pero cuando los frijoles aumentan en madurez, pasan de verde a pélidoy a
blanco. Por tanto, la produccién de frijoles verdes disminuira después de alcanzar un maximo.

Tabla 14.3. Produccion en libras de frijol de media luna verde (Y) en seis fechas (X)

X Y X2 X X* X* X¢ XY X2y X3Y

0 274 0 0 0 0 0 0 0 0
4 393 16 64 256 1024 4 096 157.2 628.8 2515.2
7 46,2 49 343 2 401 16 807 117 649 323.4 22638 15846.6

10 47.8 100 1000 10000 100 000 1000 000 478.0 4780.0 47 800.0
13 445 169 2197 28 561 371293 4826 809 578.5 75205 97 766.5
18 245 324 5832 104 976 1889 568 34 012 224 441.0 7 938.0 142884.0

Totales52 229.7 658 9 436 146 194 2378692 39960778 1978.1 23 131.1 306 812.3
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Ahora tenemos todas las sumas que necesitamos para las ecuaciones normales, hasta el tercer grado. En
primer lugar, ajustaremos una linea recta a los datos, utilizando las ecuaciones normales:

— ..,._’

£000000000000000000060000660¢0Cc0000000000000000

an + bZX = 2Y
X + bIX = XXY

© g g e

Sustituyendo en los valofes conocidos de estas ecuaciones, tenemos:
6a + 52b=229.7 (m
52a + 6585 =1 978.1 ' (2)
Multiplicando la ecuacién (1) por 52 y la ecuacion (2) por 6, obtenemos:

3122+ 2704b=11944.4 (3)

Al S Ty

312a + 3 9485 = 11 868.6 y sustrayendo (3) de (4), (4 :
1244b=  -75.8
b=  -75.8/1 244 = -.06093

Sustituyendo este valor de b en la ecuacion (1), obtenemos:

6a = 229.7 + 52(.0609) = 232.868

R T

a=38.8114

o

La ecuacion de regresion es, por tanto,

¥ =38.81 - .0609X

Podriamos haber llegado a la misma ecuacion, utilizando las férmulas estandar:

s
Woric N, IR,
3

La idea de seguir el procedimiento de la ecuacién normal tuvo como objetivo obtener cierta destreza en el

proceso que seguiremos para curvas de grados maés elevados.

e e i

Podemos ver, por el grafico de esta recta (figura 14.7), que la misma se ajusta deficientemente. Para el
coeficiente de correlacién, necesitamos $Y?, que es 9 295.03. Entonces,

2 52(229. 7\ 1" 3 2
P L [1973.1 -(————( ))] /(ssa 52 )(9295.03 A2 )
Tx2y? 6 6 6

=(-12.6)%/(207.33) (501.35) = .00153

r =+ .00153 = -.039

e

P —
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Figura 14.7. Grafico de los datos del frijol de media luna, mostrando todas las deficiencias de la regresién lineal para
expresar la relacién entre la produccién y la edad del cultivo.

El coeficiente se aproxima a cero y, obviamente, no es significativo. Tenemos un buen ejemplo de una de las
trampas descritas en el capitulo 13: ““un bajo coeficiente de correlacién no necesariamente significa ausencia
de relacion’. Aunque el coeficiente del presente ejemplo es casi igual a cero, seria ridiculo concluir que no
hubo relacién entre la produccién de frijol de media luna verde y la edad del cultivo en la recoleccién.

Ahora ajustaremos los datos a una curva de segundo grado o cuadratica. Necesitamos tres ecuaciones
normales:

an+ bEIX + cZX2=3Y
aZX + bIX? + X =S XY
aZX?+ bEX® + cZX* =3 XY
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3,

Sustituyendo en los valores de la tabla observados, obtenemos:

6a + 52b + 658¢ = 229.7 (n :
{
52a + 658b +9436¢c = 1 978.1 2 i
£
658a + 9436b + 146 194c = 23 131.1 @ |

Muiltiplicando (1) por 52 y (2) por 6 y sustrayendo:

312a + 27045 + 34 216c = 11 944.4
312a + 3948b + 56 616c = 11 868.6

1244b + 22 400c =  -75.8 (4)

| Ahora, multiplicando (1) por 658 y (3) por 6, y sustrayendo:
3948a + 34 216b + 432 964c = 151 142.6

B e e T L

3948a + 56 616b + 877 164c = 138 786.6

22 400b + 444 200c =-12 356.0 (5

ik e ORI

1 000000000000000000000C00000000000000000000000

Los dos pasos anteriores eliminan a a y dan dos ecuaciones de dos incégnitas. Ahora, multiplicando (4) por
22 400; (5) por 1-244, y sustrayendo:

27 865 6006 + 501 760 000c = -1 697 920
27 865 6005 + 552 584 800c = - 15 370 864

50 824 800c = —13 672 944

c= -0.2690

Sustituyendo ¢ en (4):  1244b — 6025:6 = -75.8
1244b = 5949.8
b= 47828

Sustituyendo by cen (1): 6a + 248.7056 - 177.0020 = 229.7
6a = 157.9964

a= 26.3327
Podemos escribir ahora la ecuacién de segundo grado:

Y = 26.3327 + 4.7828X — 0.2690X*

Veamos hasta qué punto esto significa un mejoramiento sobre la ecuacion lineal. Denominamos Y a la

estimacién linealy Y | ala estimacién cuadratica. La siguiente tabla muestra estas dos estimaciones,
comparadas con los valores originales.
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Tabla 14.4. Producciones observadas y calculadas del frijol de media luna.

X ¥ Yoo dmY-Y, d ¥ dy=Y-Y, d_?
0 27.4 38.81 -11.41 130.19 26.33 1.07 1.14
4 39.3 38.57 0.73 053 41.16 -1.86 3.46
7 46.2 38.38 7.82 61.15 46.63 - 043 0.18
10 47.8 38.20 9.60 92.16 47.26 0.54 0.29
13 44.5 38.02 6.48 41.99 43.05 1.45 2.10
18 24.5 37.71 -13.21 174.50 25.27 -0.77 0.59
Totales 0.01 500.52 0.00 7.76

Los resultados pueden resumirse en un cuadro de anélisis de varianza como sigue:

Fuente de variacion SC gl
Total 501.35 5
Lineal 0.83 1
Desviaciones de la lineal 500.52 4
Componente cuadratico 492.76 1
Desviaciones de la cuadrética 7.76 3

Luego, observamos que el ajuste a una linea recta sélo explicé un 0.2% de la variabilidad de Y (0.83/501.35),
mientras que la curva cuadratica explicé (492.76 + 0.83)/501.35, 0 98.5%. No habria mucho sentido en
ajustar los datos a una curva de grado més elevado, puesto que sélo el 1.5% de la variabilidad de Y
permanece inexplicable.

Sin embargo, para ilustrar el método, ajustaremos a una curva de tercer grado. Las ecuaciones normales son:

an+ bEX + cXX? + dIX® = XY

aZX + bBEX? + X X'+ dXX' =X XY
aX X+ bEX® + X X' + dI X =2 XY
aX X + bEX* + A X* + XX =3XY

Sustituyendo los valores observados, obtenemos las siguientes ecuaciones que deseamos resolver paraa, b, ¢
yd:

6a + 52b + 658¢ + 9 436d = 229.7 M
520 + 658b + 9 436c + 146 1944 = 1 978.1 (2)
658a + 9 4366 + 146 194¢ + 2 378 6924 = 23 131.1 (3)
9 436a + 146 194b + 2 378 692 + 39 960 7784 = 306 812.3 . (4)
Cémo decidir qué curva utilizar 181




A ASrAAAAAAAAMmAassacacancaccannanaan

Eliminemos primero a a, como sigue:

La ecuacién (2) multiplicada por 6, menos la ecuacién (1) multiplicada por 52, da:

1 244b + 22 400c + 386 492d = -75.8

La ecuacion (3) multiplicada por 6, menos la ecuacién (1) multiplicada por 658, da:

22 4005 + 444 200c + 8 063 264d = —12 356.0

La ecuacion (4) multiplicada por 6, menos la ecuacién (1) multiplicada por 9 436, da:

386 492b + 8 063 264c + 150 726 572d = -326 575.4

Ahora eliminamos b mediante los siguientes pasos:

La ecuaci6n (6) multiplicada por 1 244, menos la ecuacién (5) multiplicada por 22 400, da:

50 824 800c + 1 373 279 616d = -13 672 944

La ecuacién (7) multiplicada por 1 244, menos la ecuacién (5) multiplicada por 386 492, da:

1373 279 616¢ + 38 127 789 5004 = -276 963 704

Para eliminar ¢, tomamos la ecuacién (8) multiplicada por 1 373 279 616, menos la ecuacién (9) multiplicada

por 50 824 800 y dividimos ambos de sus miembros entre 10 000 000 y redondeamos para reduci

nimeros de 10 digitos.

Esto da:

5194 037 2064 = -38 232 948

Sustituyendo d en la ecuacién (8) y resolviendo para ¢, obtenemos:

d= -.00736

c= -.07015

Sustituyendo d y ¢ en la ecuacién (5), obtenemos:

Finalmente, sustituyendo 4, ¢ y b en la ecuacidn (1), obtenemos:

b = 3.48886

a=27.31449

Y la ecuacién de tercer grado, o clbica, es:

-~

Y. =27.31449 + 3.48886X - .07015X* - .00736X*

r los grandes

Calculando los valores estimados Y , encontramos un mejoramiento sustancial sobre el ajuste de la curva

cuadratica.
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X Y Y. d=Y - ¥, d?

0 27 4 27 31 0.09 0.01

393 39 68 - 038 0.14

7 46 2 4578 0.42 0.18

10 47.8 47.83 -0.03 0.00

13 44.5 44.64 -0.14 0.02

18 24.5 24.46 0.04 0.00
Totales 0.00 0.35

La suma de cuadrados para la desviacién de la curva cuadratica puede ser ahora separada como sigue:

F requerido
Fuente de variacién sC gl Cc™M F 5% 1%
Desviacion de la cuadratica 7.76 3
Componente cubico 7.41 ] 7.41 42.3* 18.51 98.49
Desviacién de la cubica 0.35 2 0.175 |

*Significativo en el nivel del 5%.

El ajuste mejorado, obtenido mediante el calculo de una ecuacion cubica, a pesar de ser apreciable, fue
significativo sélo en el punto del 5%. Con tan pocos grados de libertad, esto no es sorprendente, puesto que
se requiere un valor F de 98.49 para la significacién en el nivel del 1%.

La figura 14.8 muestra las curvas cuadréticas y cubicas trazadas sobre un rango mas amplio que las
observaciones, para destacar su diferencia en cuanto a la forma. Durante todo el rango de observaciones, las

dos curvas no difieren notablemente, pero el ajuste superior de la curva clbica es evidente.

El lector probablemente noté cémo los calculos se volvieron cada vez mas dificiles cuando pasamos de las
curvas lineales a las cuadraticas y cubicas. Se han disefiado diversos métodos para sistematizar dichos
calculos, siendo los mas comunes el de Doolittle y los métodos abreviados de Doolittle. Un estudio de estos
métodos se encuentra més alla del alcance de este libro, pero puede hallarse en casi todos los textos recientes
de estadistica. También se encuentran disponibles los programas destinados a calcular los coeficientes para
casi todos los grados deseados en una computadora electronica.

En los casos donde los valores de X son igualmente espaciados, existen métodos abreviados muy sencillos,
mismos que se estudiaran en el siguiente capitulo.
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Producci6n de frijol verde (libras)

-20 =15 -10 =5 0 S 10 15 20

Dias de la primera fecha de cosecha

Figura 14.8. Los mismos datos de la figura 14.7 sobre el frijol de media luna, mostrando el ajuste adecuado de una curva
cuadratica (linea de puntos) y el ajuste ain més estrecho de la curva ctibica (linea continua).

Hemos examinado tres tipos generales de curvas y mostrado cdmo ajustarlas a los datos observados. Algunas
veces resulta ventajoso utilizar una combinacién de dos tipos de curvas; por ejemplo, en los datos sobre la
poblacién de San Diego, encontramos que trazar los logaritmos de la poblacién contra afios, dio una

aproximacién mucho més cercana a una linea recta que cuando graficamos simplemente poblacién contra
afios.

Sin embargo, una ojeada a la figura 14.5 muestra que incluso los datos transformados no forman una linea
completamente recta, sino que tiene més bien una tendencia definida a la curva. La proporcién de incremento
parece estar decayendo con el tiempo.

Nuevamente podemos ajustar con facilidad una curva de segundo grado a los datos, utilizando Y’ = log Y
como la variable dependiente, en vez de Y. Los c4lculos se dejan a los lectores interesados, como un buen
ejercicio del ajuste a una curva de segundo grado. La ecuacién obtenida es:

Y= 2.87906 + .40590X - .01211X?
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La figura 14.9 muestra la comparacién entre la linea recta y la curva de segundo grado en rela?cién con los
logaritmos de la poblacién. Ya hemos puntualizado que la extrapolacién de la linea recta arrola!'ia una
prediccién de 1 561 000 para 1970. La extrapolacién de la curva de segundo grado da una prediccién de

756 800*. En vista de la estrecha concordancia de la curva de segundo grado con las tendencias observadas, la
prediccién menor es probablemente la més razonable.

-—-- Cuadrética: Y ’'=2.879 +.4059 X -.01211 X?
5.5 -

— lineal:

=3.0606 +.2848 X

5.0

4.5

4.0

Log Poblacién

3.5

3.0Q.

1860 1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960
Afio

Figura 14.9. Datos de la poblacién de San Diego con una linea recta ajustada a los logaritmos de la poblacién (linea
continua), y el mejoramiento obtenido con el ajuste de una ecuacién cuadrética (linea de puntos).

* Las cifras del censo de 1970 se encuentran ahora disponibles y revelan que la pobalcién de San Diego consta de 697 000 ha-
bitantes, la cual est4 a 8% por debajo de la cifra predicha.
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El tipo periddico

Esta es una curva que relaciona alguna variable con el tiempo y que se repite a intervalos de tiempo fijos. Se
conoce en los textos mateméaticos como curva de Fourier, y resulta Gtil para cualquier tipo de datos que’
tienden a fluctuar hacia arriba y hacia abajo a intervalos regulares. Muy pocos textos estadisticos estudian el
ajuste de datos de este tipo; no obstante, lo hemos creido tan ventajoso para diversas clases de datos
agricolas, que presentaremos un breve esbozo del método general. En el préximo capitulo examinaremos un
método abreviado para la manipulacién de casos especiales.

La ecuacién general para una curva periédica es:

Y=a,+a cos CX+b, senCX+a, cos 2CX + b,sen 2CX + a, cos 3CX + b, sen 3CX . . . , donde X
es tiempo expresado como unidades de algin tiempo inicial arbitrario, y C es una constante igual a 360°
dividida entre el nimero de unidades en un ciclo.

Supéngase, por ejemplo, que estamos estudiando las fluctuaciones por hora de alguna variable en ciclos de 24
horas y que tomamos la medianoche como punto de partida. Una observacién hecha a las 9 A.M: tendria un
valor X de 9 y C serfa igual a 360°!24 o 15°; por tanto, el valor de CX serfa 9 x 15° o 135°.

La linea de puntos a la derecha de la ecuacion general significa que podemos seguir afiadiendo pares de
términos hasta que el nimero total de los mismos no exceda el nimero de periodos para los cuales tenemos

observaciones.

Esta curva tiene muchas caracteristicas similares a la curva polinémica. Presenta la misma notable propiedad
de que si existe un solo valor de Y para cada valor de X, puede encontrarse una ecuacién que pasara
exactamente a través de cada punto.

Recordara el lector que un polinomio de primer grado es una linea recta con la ecuacién general Y = a + bX.
Esta recta es descrita completamente por dos valores: el intercepto a y la pendiente 5. Una curva de Fourier
de primer grado es una curva ondulatoria simple, con la ecuacién general Y = a, + g, cos CX + b, sen CX.Fara
describir esta curva, necesitamos tres valores. El término a, da el valor central alrededor del cual la ondc
fluctua. Esto puede verse como una media ponderada. Un segundo valor A = \/ a,* + b, , recibe el nombre
de semiamplitud y revela hasta dénde la curva fluctGa hacia arriba y hacia abajo del punto central. El rango
total desde el punto mas alto hasta el punto mas bajo de la onda es 2A y se denomina amplitud. El tercer
valor que se necesita para describir la onda es el 4ngulo de fase. Este indica el punto en el ciclo donde la
onda alcanza su valor maximo. Para encontrarlo, primero determinamos ¢’ (theta) = arc tan (b, “g,), que
significa “‘el angulo cuya tangente es b,/q,."’. Luego encontramos el angulo de fase mediante la aplicacién de
las siguientes reglas: :

Si b, es positivo y a, es positiva 0=0"

Si b, es positivo y a, es negativa 6=180"-0°
Si b, es negativo y a, es negativa 0=180"+60"
Si b, es negativoy g, es positiva. f=360"-0"

En el tipo polinémico, obtuvimos curvas mas complicadas afiadiendo términos con potencias sucesivas de X,
como cX?, d X*, etc. Con la curva de Fourier, obtenemos formas de ondas mas complicadas afladiendo pares
de términos, comoa, cos 2CX + b, sen2X, a, cos 3CX + b, sen 3CX, etc. El efecto del par de segundo grado
es sobreponer en la primera onda una segunda onda con dos oscilaciones completas por ciclo. El par de tercer
grado sobrepone otra curva con tres oscilaciones completas por ciclo, y asi sucesivamente.

El método para ajustar una curva de Fourier es similar al método para ajustar un polinomio. Utilizamos un
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conjunto de ecuaciones normales en las que sustituimos sumas calculadas a partir de los datos observados, y

las resolvemos para los coeficientes requeridos
Tabla 14.5. Temperaturas medias mensuales para nueve meses en Stockton, California

(Ciclo =12 meses C =360°/12=30°

Y Mes X CX U, =cos V,= sen U2 v,.? u,v, YU, YV,

(Tiempo) (CX) (CX)

44.7  Ene. 0 0 1.000 0.000 1.00 0.00 0000  44.700 0.000
49.0 Feb. 1 30° 0.866 0.500 0.75 0.25 0433  42.434 24.500
537  Mar. 2 60° 0.500 0.866 0.25 0.75 0433  26.850 46.504
59.7  Abr. 3 90° 0.000 1.000 0.00 1.00 0000 0.000 59.700
762  pags. 7 210°  -0.866 -0.500 0.75 0.25 0433 -65.989 -38.100
727  Sep. 8  240°  -0.500 -0.866 0.25 0.75 0433 -36.350 -62.958
64.0 Oct. 9  270°  .0.000 -1.000 0.00 1.00 0.000 0.000 -64.000

53.0  Nov. 10 300°  0.500  -0.866 0.25 0.75 -0433  26.500 -45.898
459  Dic. 11 330°  0.866  -0.500 0.75 0.25 -0433 39.749 -22.950

Totales
518.9 2.366 -1.366 4,00 5.00 0.866 77.894 -103.202

Para simplificar las ecuaciones normales, resulta conveniente adoptar dos simbolos, Uy V:
U,=cos i (CX)
V,=seni (CX) Entonces XU,V significa I cos 2(CX) sen (CX).

Las ecuaciones normales son:

@on + g XU, + bZV, + 52U, + bIV, +...=3Y

&ZU, + ¢, ZU,? + b,ZU,V, + oZU,U, + bEU,V, + ... =ZU,Y
aXV, + a,ZU,V, + b2V, + g ZU,V, + V.V, +...= v, Y

22U, + qZU,U, + 63U,V + @, S U, + b,3U,V, +. . .= =0
XV, + aZU\V, + IV,V, + a,3U, YV, + 52V +. . .= ZV,Y

Como en el caso del polinomio, necesitamos tantos términos en el miembro izquierdo de estas ecuaciones y
tantas ecuaciones como coeficientes tengamos que calcular. Para un polinomio de grado enésimo
necesitamos n + 1 ecuaciones, cada una conn + 1 términos en el miembro de la izquierda. Para las curvas
de Fourier necesitamos 2n + 1 ecuaciones, cada una con 2n + 1 términos.

Para ilustrar el procedimiento, ajustaremos una curva de Fourier de primer grado a las temperaturas medias
observadas durante nueve meses en Stockton, California. La tabla 14.5 muestra los datos observados y las
columnas necesarias para sustituir en los términos de las ecuaciones normales.
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Ahora podemos escribir las tres ecuaciones normales requeridas para encontrar a,, @, Y b,.

9 a, +2.366 a, — 1.366 b, = 518.9

—
—
~

2.366 0, + 4 o, +.866 b=  77.894 2)
-1.366 a, + .866 a, +5b = =103,202 (3)

Multiplicando la ecuacién (1) por 0.866 y la ecuacién (2) por 1.366 y sumandolas, obtenemos:

-180.584 a, = =11 201.093 and q, = 62.027

11.026 a, + 7.513 a, = 555.771 (4)
Multiplicando la ecuacién (1) por 5 més la ecuacién (3) por 1.366, obtenemos: ¢

43.134 a, + 13.013 a, = 2453.526 (5):
Multiplicando la ecuacién (4) por 13.013 menos la ecuacién (5) por 7.513, obtenemos: lf

Sustituyendo este valor de a, en la ecuacion (4), obtenemos:

(11.026 x 62.027) +7.513 a, = 555.771

ot

7513 a, = -128.139

st e

a, = =17.056

Sustituyendo &, y g, en la ecuacion (3), obtenemos:
(-1.366 x 62.027) + (.866 x —=17.057) + 5 b, = -103.202
~84.729 - 14.770 + 5 b, = -103.202

prp v - T » Lo e A .‘

5 b, = 84.729 + 14.770 - 103.202 = -3.703
b, = =.741
Podemos ahora plantear nuestra ecuacién como sigue:

Y = 62.027 - 17.056 cos (CX) - .741 sen (CX)

Sustituyendo los valores de cos (CX) y sen (CX) para cada mes, obtenemos los valores predichos, que
podemos comparar con los valores observados.

Las cifras entre paréntesis de la tabla 14.6 representan los datos para los meses que supusimos que no
estuvieron disponibles cuando calculamos la curva y, por tanto, no fueron integrados a los calculos. Se notara
que la curva que calculamos a partir de los datos disponibles sobreestimé las medias reales para los meses
perdidos.

El ajuste de la curva a los datos observados es muy estrecho. La suma total de cuadrados de las temperaturas
observadas es 1 032.942, y podemos separarla en un analisis de varianza como el siguiente:

Fuente de variacién gl sC CM F
Total 8 1032.942
Debido a la regresién 2 1016.187 508.094 181.85°**
Desviacién de la regresion 6 16.755 2.794
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Tabla 14.6. Temperaturas observadas y predichas para un periodo de nueve meses en Stockton, California

Mes Y Y o 5
(Observada) ( predicha ) (Y =) (Y = Y)?
Enero . 44.7 44.97 -0.27 0.0729
Febrero 49.0 46.89 2.1 4.4521
Marzo 53.7 52.86 0.84 0.7056
Abrril 59.7 61.29 -1.59 2.5281
{Mayo) (66.2) (69.91) (=3.71)
{ Junio) (72.8) (76.43) (-3.63)
(Julio) (78.2) (79.08) (-0.88)
Agosto 76.2 77.17 -0.97 0.9409
Septiembre 72.7 71.20 1.50 2.2500
Octubre 64.0 62.77 1.23 1.5129
Noviembre 53.0 54.14 -1.14 1.2996
Diciembre 45.9 47.63 -1.73 2.9929
Totales 518.9 518.92 -0.02 16.7550

La regresion tiene dos grados de libertad, puesto que calculamos dos parametros, q, Y b, ademas de la media.
La suma de cuadrados para la regresién se obtiene al sustraer la suma de cuadrados de las desviaciones del
total. La proporcion de la suma de cuadrados total, asociada a la regresion, es 1 016.187/1 032.942 = 0.9838.

El valor de 62.027 para a, es interesante. Nos referimos anteriormente a la misma como una media ponderada.
Esta es una estimacion de lo que seria la media, si tuvieramos datos para todo el afio. En realidad, es una
estimacién muy cercana a la verdadera media anual de 61.34, basada en registros completos. Obviamente, la
media de los datos observados, 518.9/9 = 57.656 seria una estimacién muy inexacta de la media anual, puesto
que los datos perdidos fueron todos de meses calientes; sin embargo, el valor de a, obtenido por el ajuste de
la curva de Fourier, nos permite alcanzar una estrecha estimacion a pesar de los datos perdidos.

Los valores de a, y b, pueden utilizarse para encontrar la semiamplitud y el angulo de fase:

La semiamplitud =A==y a? +b? =/ (<17.056) + (=741} = 17.]

6’ = tan-' b,/a, = &ngulo cuya tangente es —.741/-17.056 = 2.5
por las reglas de los signos 6 = 180° + 6" = 182.5".

Puesto que un mes = 30°, 182.5° es equivalente a 6.1 meses. Esto expresa que el punto maximo de la curva se
registra a aproximadamente 6.1 meses después de la fecha inicial. Utilizamos la media de enero como fecha
inicial, de modo que denominamos a la misma enero 15. Por tanto, nuestra maxima calculada es 6.1 meses
después de enero 15, es decir, aproximadamente julio 18.

Hemos seguido los pasos para el ajuste de datos a una curva de Fourier simple de un grado. Si resulta
necesario ajustar los datos en esta forma a una curva de dos o mas grados, los célculos se vuelven bastante
complicados, puesto que deben afadirse dos ecuaciones para cada grado. Tales problemas pueden
manipularse muy facilmente en una computadora. La figura 14.10 muestra una curva que relaciona la fecha de
siembra con la longitud de tiempo para la cosecha del apio que fue calculada y trazada en una computadora.
Diez afios de datos se utilizaron para calcular esta curva.

Cémo decidir qué curva utilizar 189
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Afortunadamente, si tenemos datos obtenidos a intervalos iguales a través de un ciclo completo, los célculos

Ilega_n a ser grandemente simplificados. En el préximo capitulo describiremos los métodos abreviados para
manipular datos de este tipo.
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Fecha de siembra

Figura 14.10. Fecha de siembra y dias para cosechar el apio de Ventura, California. ]

RESUMEN

Si el diagrama-de dispersion de dos variables muestra una tendencia de los puntos a estar dispersos alrededor de una
curva, en vez de alrededor de una linea recta, resulta aconsejable analizar la relacién curvilinea entre las variables. Las
equivocaciones al hacerlo pueden ser muy engafiosas.

Si los logaritmos de dos variables dan lugar a un diagrama de dispersién que parece ajustarse a una linea recta, la curva
que describe la relacién es de la forma:

Y= axb.

Las variables que incluyen diferentes nimeros de dimensiones, parecen ajustarse mejor a este tipo de curva.

Para analizar tales datos, transformamos las variables originales X y Y en nuevas variables X' =logX yY ' =log.
Entonces procedemos a calcular la correlacién lineal y la regresion, determinando la ecuacion de regresion para la recta:

Y =a"+bX"

190 Relaciones curvilineas
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Si el logaritmo de Y trazado contra X forma un diagrama de dispersién de linea recta, la curva apropiada es de la forma:
Y = ab*
Cabe esperar que los datos en que la variable Y tiende a tener una proporcién bastante constante de incremento o

disminucion, se ajusten a este tipo de curva.
Para analizar, solamente transformamos Y enY "= log Y y procedemos como en la regresién lineal, ajustando a la

ecuacion:
Y’'=a’+ bX

Los datos curvilineos que no se aproximan a los datos lineales bajo una transformacion logaritmica o semilogaritmica,
pueden ser ajustados a un polinomio de la forma: e

Y =a+bX +eX?+dX®+ . . ., utilizando tantos términos como sea necesario para obtener un ajuste satisfactorio.

Para encontrar los coeficientes desconocidos a, b, ¢, d, etc., resolvemos el conjunto de ecuaciones simultaneas,
conocidas como ecuaciones normales:

an+ bBEX + cIX*4dEX*+...=3XY

aSX + bIX? + X +dEX' +. .. =2ZXY
aSXP+bEIX + EX +dI X +. .. =X
aS X+ bEX + cZXF+dEX + ... =L XY

El nimero de ecuaciones y el de términos a la izquierda del signo de igualdad deben ser respectivamente iguales al nimero
de coeficientes requeridos, o uno mas que el grado de la ecuacién de regresion. i

Las ecuaciones de los primeros cuatro grados reciben nombres especiales, al igual que algunas de las curvas:

0000000000000000000000000_

Grado Nombre de la ecuacién Nombre de la curva
Primero Lineal Linea recta
Segundo , Cuadrético Parébola
Tercero Cubica Parabola cibica |
Cuarto Cuartica Parabola cuértica |
Quinto Quintica Parabola quintica

Si las desviaciones de las observaciones de una curva calculada parecen ser mas o menos aleatorias, usualmente no vale
la pena el ajuste a una curva de grado més elevado. Si las desviaciones son sistematicas o en grupos definidos en cuanto
al signo, generalmente resulta ventajoso calcular la ecuacion del grado préximo mas alto.

Los calculos de coeficientes para ecuaciones mayores que la cubica s6lo deben llevarse a cabo por medio del dominio de
métodos especiales (como el de Doolittle) o mediante una computadora electrénica.

Cuando los valores de X son igualmente espaciados, se ahorrard mucho tiempo utilizando los metodos abreviados
descritos en el capitulo 15.

La combinacién de los métodos logaritmico y polinémicc‘, algunas veces dara como resultado un ajuste mucho mejor a los
datos que cualqpiera de los dos métodos por separado.

Los datos que fluctGan hacia arriba y hacia abajo con el tiempo en un patrén bastante regular, pueden ajustarse a una
curva periédica (de Fourier) de la forma:

Y=a,+a, cos CX+ b, senCX +a, cos 2CX + b, sen 2CX +. ..

Resumen 191
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Las ecuaciones normales para determinar los coeficientes desconocidos son: |
a&n + a2l + b3V, +a3U, +53V,+...=2Y
a,zU, + a,2U;* + b,ZU,V, + a2U\U, + ,ZU,V, +...=2U,Y
aZV, +aXU,V, + bEV,*+a2U,V, + bIV,V, +...= ZV,Y
a,2U, + g ZU\U, + bZU,V, + ¢,2U,* + b,ZU,V, +.. .= ZU,Y
a2V, + ¢ ZUYV, + bZV,V, + g, UV, + bIV,* +...=2V,Y

donde U; = cos i(CX) Yy V, =seni(CX)

En el capitulo 15 se describiran métodos abreviados para cuando los datos se obtienen a partir de intervalos de tiempo
4gualmente espaciados a través de un ciclo completo.
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Capitulo
\

|||'—| Métodos abreviados
de regresion para
observaciones o tratamientos
a intervalos iguales

Frecuentemente sucede que hacemos observaciones de una variable dependiente, Y, asociada con valores
igualmente espaciados de una variable independiente, X; por ejemplo, si la variable independiente es el tiempo
y hacemos lecturas de Y a intervalos diarios, semanales, mensuales o anuales, las X o tiempos son igualmente
espaciados. Otro caso donde a menudo tenemos intervalos igualmente espaciados de X, es el de experimentos
que contemplan proporciones de fungicidas, insecticidas, fertilizantes, etc. Un experimento en el que las
proporciones de tratamiento son igualmente espaciadas, presenta ventajas reales desde el punto de vista de la

A N ONOYXY)

facilidad del anélisis. :

El método abreviado que vamos a describir se estudi6 bajo el titulo de comparaciones de tendencias en el
capitulo 6. Dicho método es tan util, que nos parece valido ampliar aquel estudio y relacionarlo con el capitulo
anterior de dicha seccién acerca de la regresion curvilinea.

Usualmente, los estadisticos se refieren a éste como el método de polinomios ortogonales. Si aquellos que
padecen un bloqueo mental al verse enfrentados a un titulo tan imponente, pueden pensar en el mismo como
en el “método abreviado para medir tendencias’ y lo encontraran facil de utilizar y efectivo para el ahorro de

tiempo.
AJUSTE DE LA CURVA POLINOMICA

La base del método para el ajuste de polinomios es la tabla A.11%, cuya utilizacién elimina muchos de los
laboriosos calculos cominmente requeridos en la regresién curvilinea. La tabla puede utilizarse para: a)
encontrar las ecuaciones de regresion lineal, cuadrética, cdbica y cuértica para cualquier nimero de
observaciones igualmente espaciadas hasta 25, y b) separar la suma de cuadrados del tratamiento en un
analisis de varianza en componentes lineales, cuadraticos, clbicos, cuérticos y residuales, hasta para 25
tratamientos u observaciones igualmente espaciados.

En la parte superior de la tabla se encuentran los valores de n, es decir, el namero de observaciones o
tratamientos. Para cualquier problema dado, necesitamos utilizar solamente la porcién de la tabla por debajo
del valor apropiado de n. La primera columna de coeficientes, encabezada por ¢, ademaés de ser utilizada para
diversos célculos, consiste en valores codificados de X.La codificacion se hace en forma tal que su

*Esta tabla, calculada por los autores, se utiliza en vez de una de las diversas tablas similares que aparecen en otras
publicaciones. Para una mejor comprension, los valores de K no aparecen en cualesquier otras tablas publicadas.
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resultado son nimeros enteros lo mas pecu:eﬁos posibles. A pesar de los valores de X igualmente espaciados,
si n es impar, podemos tomar: X" = (X - X)/L, donde L es el intervalo entre valores sucesivos de X. Sin es v
par, tomamos: X“ = (X — X)2/L. Estas transformaciones darén los valores de la columna c,.

Los pasos para determinar las ecuaciones de regresidn lineal, cuadratica, cubica y cuartica son los siguientes:

1. Disponer los valores de Y en una columna, de acuerdo con los valores ascendentes de las X asociadas, i
empezando con la Y correspondiente al menor valor de X.

2. Multiplicar los valores de Y por los coeficientes para c,, c,, ¢, Y c, mostrados en la tabla, obteniéndose
cuatro columnas.

3. Encontrar la suma de cada columna, observando los signos més y menos. Estas sumas se denotan por
1Y, B, P, PiyPs

4. Aplicando los valores obtenidos de P y los valores de K provenientes de la tabla, las ecuaciones
lineales, cuadraticas, clbicas y cuarticas pueden ser planteadas a partir de las siguientes relaciones:

Ecuacion lineal: Y =Y + (K,P,)X’

A RN by e TR T ke
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Cuadratica: Y = (Y - K,P,) + (K;P,)X" + (K,P,)X"*
Cabica: Y _ = (¥ = K,P,) + (K;P, = KyP)X "+ (K,P)X"* + (Ks P)X "

Cuértica: ¥, = (Y = K,P, +K,P,) + (K,P, = K,P)X "+ (K,P, = K,P)X" * 4 (Ks P)X " + (KPX
Nétese que dichas ecuaciones estan expresadas en términos de valores codificados de X.
5. Silos valores de Y en el paso 1 fuesen totales de diversas observaciones o repeticiones en cada nivel de
X, y si deseamos que las ecuaciones estén dadas en términos de las medias, debemos dividir cada

término de las ecuaciones entre el nimero de repeticiones. (Esto debe ser igual para todos los niveles -
de X.) :
4

(Y

Al s e
7

La tabla 15.1 muestra la produccién total de leche diaria de 37 vacas, en libras, registrada una vez al mes para
los diez meses desde el parto hasta el final de la lactancia. Aplicaremos los cinco pasos anteriores a estos
datos.

Tabla 15.1. Registros de produccién de leche de 37 vacas durante 10 meses.

Produccién
de leche Mes X’
(Y) (X)  Ae,) e Y gy Y & e Y C,. ey

2 442.3 1 -9 -21980.7 6 14 653.8 -42 -102576.6 18 43 961.4 [

2 517.6 2 -7 =17 623.2 2 5035.2 14 35246.4 -22 -55387.2

2 334.4 3 -5 =-11672.0 -1 -2334.4 35 81704.0 =17 -39 684.8

2 166.1 4 -3 -6498.3 -3 -6498.3 31 67 149.1 3 6 498.3 ;

2030.0 5 -1 -2030.0 -4 -8120.0 12 24 360.0 18 36 540.0

1 903.9 6 1 1903.9 -4 76156 _12 -22846.8 18 34 270.2

1779.5 7 3 5338.5 -3 -5338.5 -31 -551645 3 5338.5 }

1 630.6 8 5 g8 153.0 -1 -1630.6 =35 =57071.0 =17 -27720.2 |

14857 9 7103999 2 29714 -14 -20799.8 -22 -32685.4 l

1 304.7 10 9 11 742.3 6 7 828.2 42 54 797.4 18 23 484.6 t
Totales 19 594.8 P, = -22266.6 P, = —1048.8 P, = 4798.2 P,= -5384.6 f
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Los coeficientes ¢,, c,, ¢,y c, fueron copiados de la tabla A.11 y multiplicados por los valores
correspondientes de Y (produccién de leche). Los totales de dichas columnas arrojaron los valores para
>Y, P,, P,, P, y P,. Estamos ahora preparados para aplicar el paso 4 y plantear las ecuaciones.

Y =1959.48+ ( (=22 266.6)X° = 1959.48 — 67.475 X~

1
le)

)(-1048.8)X "

Y, o11959.48 - (',) (-1 048.8) - 67.475X "+ (", ,
= 1992.26 — 67.475X" — .9932X "
Y= 1992.26 - [ -67.475 - (293 205 920) (4 798.2)1 X" = .9932X"* + (1 46 184) (4 798.2)X
= 1992.26 - 74.302X" - .9932X "% + .11651X "
F.=11992.26 + (9 1 280) (=5 384.6)] — 74.302X " + [ -.9932 — (41 54912) (~5384.6)| X **
+ . 11651X 7 + (1 109 824) (-5 384.6)X "

= 1954.40 - 74.302X "+ 3.0272X"* + .11651X"* - .049029X "

Estas ecuaciones estan basadas en la produccién total de leche de 37 vacas. Si las deseamos con base en una
por vaca, simplemente dividimos cada término entre 37 y obtenemos:

=
1

52.959 - 1.8236X°

- 53.845 - 1.8236X " - .02684X "

o
I

YC - 53.845 - 2.0082X " -.02684X "¢ + .003149X "

Y, = 52.822 — 2.0082X" - .08182X "¢ - .003149X " - .0013251X"

En la practica, no es necesario construir una tabla como la 15.1, puesto que los valores requeridos de P
pueden encontrarse por acumulacién de los productos en una maquina calculadora, sin anotar cada producto
por separado. Debe darse especial atencién a los signos de los coeficientes. Cuando un coeficiente es
negativo, su producto con el valor correspondiente de Y debe ser sustraido de la suma acumulada.

Es muy importante tener en cuenta gue las ecuaciones que hemos calculado se encuentran en términos de X,
es decir, los valores codificados de X. Estos son idénticos para los coeficientes c, .. Supdngase guc 2n
nuestro ejemplo deseamos calcular la produccion de leche predicha por vaca a partir de !'a ecuacién cuadréatica
para el tercer mes. Remitiéndonos a la tabla 15.1, vemos que la X “para el tercer mes es —5, de modo que
sustituimos —5 por X * en la ecuacion cuadratica:

Y, : 53.845 - 1.8236(-5)-.02684(-5)"
~ 53.845 - 9.118 - 671 62.292
Generalmente, es maés facil trabajar con las ecuaciones en esta forma; pero si por alguna razéon deseamos
expresar las ecuaciones en términos de los valores originales de X, es necesario sustituir (X — X) Lo
(X = X)2 Lpor X en las ecuaciones, dependiendo de que n sea impar o par. Para ilustrar el procedimiento,

plantearemos nuestra ecuacién cuadratica ?Q - 53.845 — 1.8236X" - .02684X’? en términos de X.

Ajuste de la curva polinémica 195




En este caso,n = 10 fue par, de modo que sust_ituimos( X-X)2 Lpor X", El intervalo entre los valores sucesivos
de X fue 1, de manera que L = 1. El valor de X fue 5.5, de modo que tenemos X * - (X -355210 2X - 11.

Sustituyendo estos resultados en nuestra ecuacién, obtenemos:

?Q.— 53.845 — 1.8236(2X - 11) — .02684(2X - 11)°
= 53.845 - 1.8236 (2X — 11) - .02684 (4X* — 44X + 121)
= 53.845 — 3.6472X + 20.0596 - .10736 X* + 1.18096 X - 3.23764

Agrupando los términos, obtenemos:

-~

Yq =70.65696 - 2.46624 X - .10736 X*

Utilicemos esta ecuacion con el fin de calcular nuevamente Y o Para el tercer mes. Sustituyendo 3 por X en
esta nueva ecuacion, obtenemos:

‘AI'Q =70.65696 - 2.46624(3) — .10736(3)* = 62.292 igual que antes.

Veamos cuénto trabajo hemos ahorrado. Aplicando los métodos del capitulo 14 (que debemos usar si las X no
estan igualmente espaciadas) para encontrar las cuatro ecuaciones de regresién, necesitariamos hallar

X, EXE, RN EXY, A, NXE, EXT, NX, Y, XY, XY, X'Y y X X'Y. Estos valores deberian ser sustituidos
en las ecuaciones normales y tendriamos que resolver conjuntos de ecuaciones simultaneas, desde 2 para los
coeficientes lineales hasta 5 para los cudrticos. Si el lector trabajé en los ejemplos del capitulo 14, podra
apreciar cuan laboriosa seria esta tarea. Compéarense todos estos célculos con el método abreviado.
Aplicandolo, solo necesitamos )Y, P,, P,, P,, y P,. .Sustituyendo estos valores en las ecuaciones estandar
del paso 4, obtenemos directamente las cuatro ecuaciones de regresién requeridas. S6lo tenemos que calcular
cinco sumas, en lugar de 13, y no existen ecuaciones simultaneas que resolver.

Ahora que tenemos las cuatro ecuaciones, podemos notar cémo los valores calculados a partir de las mismas
se comparan con la produccién de leche observada para cada mes. Es mejor trabajar con los totales, en vez de
hacerlo con las medias, puesto que se introducen muy pocos errores de aproximacion. La tabla 15.2 muestra
los valores calculados a partir de cada ecuacién, asi como sus desviaciones de los valores observados.

Debemos considerar diversos aspectos respecto de esta tabla. La suma de las desviaciones de todas las curvas
debe ser igual a cero, excepto por pequefios errores de aproximacion. Esto suministra una comprobacién de
los célculos. La suma de cuadrados de las desviaciones de una curva suministra una medida de la estrechez
del ajuste; cuanto menor sea la suma de cuadrados, mas estrecho ser4 el ajuste de la curva a los datos. Cada
grado afiadido resulta en una reduccion de esta suma de cuadrados. Esto siempre debe ocurrir; en caso
contrario, busquese un error en los calculos. (El problema consiste en si el mejoramiento del ajuste es
significativo; demostraremos cémo comprobarlo en forma abreviada.) Por ahora, nétese simplemente que
existe una reduccién moderada en la suma de cuadrados cuando pasamos de la curva lineal a la cuadratica;
una reduccién muy pequeria cuando pasamos de la cuadrética a la cubica; y una gran reduccién cuando
pasamos de la cubica a la cuartica. Finalmente, nétese que en los primeros tres grados, los signos de las
desviaciones parecen distribuirse en patrones bastante definidos, mientras que aquellos para las del cuarto son
mas o menos aleatorios.

196 Métodos abreviados
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Como separar la suma de cuadrados

Determinar todos los valores calculados y sus desviaciones de los valores observados, y luego encontrar las
sumas de cuadrados de dichas desviacicnes, es un laborioso procedimiento. La segunda caracteristica del
método abreviado para analizar datos igualmente espaciados es la facilidad con que pueden calcularse dichas
sumas de cuadrados. Si observamos la tabla A.11 por debajo de cualquier valor de n, podemos reconocer que
los valores de c son en realidad conjuntos ortogonales de coeficientes. La suma de cada columna de
coeficientes es igual a cero, y los productos de los coeficientes correspondientes de dos columnas
cualesquiera son también iguales a cero. En el capitulo 6 aprendimos que la suma de cuadrados asociada con
un solo grado de libertad puede encontrarse a partir de un conjunto de coeficientes, mediante la formula
general.

SC= (EciTi)’/GEci‘)

Tal como fue previamente calculado, P, esigual a X ¢ T.cuando las ¢ son los coeficientes lineales.
1 1
Anéalogamente, P, = Zci T. cuando usamos los coeficientes cuadraticos, y asi sucesivamente. Los divisores
]

mostrados en la tabla A.11 son las sumas de cuadrados de los coeficientes; por tanto, la suma de

cuadrados debida a la regresion lineal es simplemente P,* (divisor por nimero de repeticiones). Analogamente,
la suma de cuadrados para la regresion cuadrética es: P,* (divisor por nimero de réplicas), y asi
sucesivamente hasta el componente cuértico. Después de calcular las sumas de cuadrados para cada
componente, podemos encontrar la suma de cuadrados residual al sustraer las sumas de cuadrados
componentes de la suma de cuadrados total. Esta suma de cuadrados residual es igual a la suma de cuadrados
de las desviaciones de la curva de los datos observados.

Apliquemos este método de separacion a los datos de la produccién de leche. El valor de P, que encontramos
fue —22 266.6, de modo que la SC lineal es:

(=22 266.6)* (330 x 37) = 40 606.18

La suma total de cuadrados de Y fue 41 343.01, de manera que la suma de cuadrados residual es 41 343.01 —

40606.18 =736.83. Esta es igual (excepto por una pequefia diferencia debida a la aproximacion) a la suma de
cuadrados de las observaciones del componente lineal encontrado por un método mucho més dificil en la
tabla 15.2.

Puesto que P, fue igual a —1048.8, la suma de cuadrados para el componente cuadratico es

(=1 048.8)%/(132 x 37) = 225.22

Sustrayendo este resultado de 736.83, obtenemos un residuo de 511.62. El valor calculado en la tabla 15.2 fue
511.64.

P, fue igual a 4 798.2, de modo que la suma de cuadrados para el componente ctbico es:

(4 798.2)2/(8 580 x 37) = 72.52 arrojando un residuo de 439.09 (en comparacién con 439.42 de la tabla
15.2).

Finalmente, P, fue igual a —5 384.6, de manera que la suma de cuadradas para el componente cuartico es:
(-5 384.6)*/(2 860 x 37) = 273.99, arrojando un residuo de 165.10.

Todos estos resultados pueden resumirse en una tabla de andlisis de varianza, en la que tanto las sumas de
cuadrados para las vacas como el error, se obtuvieron de los registros de vacas individuales.
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Tabla 15.3. Analisis de varianza de los registros de produccion de leche.

Fuente de variacién gl SC MmcC F
Total | 369 76 167.74

Vacas 36 23 464.56 651.79 18.59**

Meses 9 41 343.01 4 593.67 131.02%*
Componente lineal 1 40 606.18 40 606.18 1 158.19**
Desviacién del componente lineal 8 736.83 92.10 2.63*
Componente cuadrético 1 225.22 225.22 6.42*
Desviacién del componente cuadratico 7 511.61 73.09 2.08*
Componente clbico 1 72.52 72.52 2.07ns
Desviacién del componente cubico 6 439.09 73.18 2.0%9ns
Componente cuartico 1 273.99 273.99 7.81%*
Desviacion del componente cuartico S 165.10 33.02 0.94ns

Error 324 11 360.17 35.06

Se registré una diferencia altamente significativa entre vacas y entre meses. Ninguno de estos resultados es
sorprendente, pero deseamos saber mas acerca del patrén de cambio de la produccién de leche mes a mes. El
valor F muy alto para los componentes lineales revela la existencia de una tendencia descendente altamente
significativa. La desviacion significativa del componente lineal indica que una linea recta no explica
completamente la variacién mensual. El componente cuadrético significativo muestra que una curva simple
representa un mejoramiento sobre una linea recta, pero aun persiste una cantidad significativa de variacion
residual. El ajuste de una curva cubica no resulté en un mejoramiento significativo, y el residuo dejado no es
significativo. En este punto, diversos investigadores optan por detener su trabajo. Frecuentemente, como en
este caso, esto es una equivocacién. El componente cuartico explico tal proporcién elevada de la suma de
cuadrados restante, en el sentido de que fue altamente significativa. La desviacién del componente cuartico
no es significativa. La probabilidad de encontrar otro componente significativo es muy pequefia, pues incluso
si un solo componente explica el 80% de la variabilidad restante, ésta no seria significativa. Por tanto, hay

justificacién para concluir el anélisis en este punto.

AJUSTE DE LA CURVA PERIODICA

La tabla A.12 presenta conjuntos de coeficientes ortogonales para ajustar datos periédicos cuando las
observaciones son igualmente espaciadas a través de un ciclo completo. La tabla se ha construido para
valores escogidos de n mas cominmente encontrados en el tratamiento con ciclos diarios, semanales o

anuales.

Al contrario de los conjuntos de coeficientes con los que hemos estado tratando, éstos no pueden ser
reducidos a nimeros enteros pequefios. Por esta razén, los célculos de los valores de P son de alguna forma
mas dificiles; pero en otros aspectos, el célculo de las ecuaciones y la particién de las sumas de cuadrados es
adn mas facil que tratandose de polinomiales, puesto que no sé necesitan divisores o valores de K especiales.

La razén por la cual tratar con intervalos igualmente espaciados es mucho més simple que tratar con datos
irregulares, es que se elimina la mayoria de los términos de las ecuaciones normales presentadas en el capitulo

Ajuste de la curva peri6dica 199
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14. Luego, ZU, = Z\(i = 0 donde i es cualquier subindice; ademas, ZU.{’ =2V,? = n/2.Por tanto, la primera

ecuacién normal, que es:

ne,+a U +b5 EV, + ¢ 32U, +b, 2V, +...=3Y

sereducea: na,=3Y, 0 a,=3Y/n=Y

Analogamente, las otras ecuaciones normales se reducen a:
@, (n/2) =2ZU,Y or g, = (23U,Y)/n
b, = (2ZV,Y) /n
a, = (22U,Y) /n

b, = (25V,Y) /n

y asi sucesivamente, siguiendo el mismo patrén, excepto cuando n es par, en cuyo caso el tltimo coeficiente
que puede calcularse es:

s = [zu(n/z)Y]/“

(Rara vez conduciriamos un an4lisis hasta este punto, puesto que entonces no existiria suma de cuadrados
residual. En otras palabras, una ecuacién conducida hasta aqui se ajustaria exactamente a todos los puntos de
los datos, lo cual equivale a ajustar una linea recta a dos puntos.)

Adoptaremos un simbolo similar a uno de los utilizados en el ajuste de polinomios, denotando ZUEY como
F'Ui y2 ViY como PVi.Nétese que en el caso del polinomio tuvimos un solo valor P para cada grado, pero al
ajustar una curva periédica necesitamos dos valores P, denominados PU y PV, para cada grado* de ajuste.

Los términos generales de la ecuacién son:

a =Y, a =2PU,/n, b, = 2PV,/n

Apliquemos este método para ajustar una curva peri6dica a los datos completos de temperaturas medias
mensuales en Stockton, California, mostradas en la tabla 15.4.

Lo que hemos calculado es una ecuacién de tipo general en la cual podemos sustituir cualquier valor de X y
buscar los senos y cosenos apropiados en una tabla trigonomeétrica; sin embargo, si sélo estamos interesados
en calcular los valores correspondientes a los puntos de datos observados, podemos simplemente sustituir U,
por cos CX, V, por sen CX, U, por cos 2CX y V. por sen 2CX en la ecuacién; por ejemplo, para encontrar Y
para marzo (mes nimero 2, puesto que enero fue denominado mes 0), calculamos:

‘?2 =61.34 - 16.0751(.5) — 1.5788(.866) - .275(~.5) + 1.9774(.866) = 53.79

Si deseamos el valor calculado sélo para la curva de primer grado, sencillamente utilizamos los tres primeros
términos de la ecuacién anterior:

Y, =61.34 - 16.0751 (.5) - 1.5788(.866) = 51.94

“Hemos designado a cada par de términos afiadidos a la ecuaci6n general de regresién periédica como grado,

para
mantener la analogia con el polinomio general. Técnicamente hablando, éstas reciben el nombre de arménica
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Los valores calculados para las ecuaciones de primer y segundo grados se muestran en la tabla 15.5,
conjuntamente con la desviacién de los valores observados de estas dos curvas.

Tabla 15.5. Temperaturas medias mensuales observadas y calculadas en Stockton, California.

~

-w w w

g %
Mes observada primerY g;rado Y -Y,) segun\dr; grado (.= ?,)
Enero 44.7 45.26 - 056 44.99 -029
Febrero 49.0 46.63 2.37 48.20 0.80
Marzo 53.7 51.94 1.76 53.79 - 0.09
Abril 59.7 59.76 0.06 60.04 - 034
Mayo 66.2 68.01 -1.81 66.44 -024
Junio 72.8 74.47 -1.67 72.62 -018
Julio 78.2 77.42 0.78 77.14 1.06
Agosto 76.2 76.05 0.15 77.63 —-1.43
Septiembre 72.7 70.74 1.96 72.59 -0mn
Octubre 64.0 62.92 1.08 63.19 0.81
Noviembre 53.0 54.67 -1.67 53.09 - 0.09
Diciembre 45.9 48.21 -2.31 46.36 - 046
Totales 0.02 0.02
34 28.86 - 4.99

Cémo separar la suma de cuadrados
Al igual que con el polinomio, existe una forma muy fécil para separar la suma de cuadrados total, sin
construir una tabla como la 15.5.

e primer grado es 2(PU.2 + PV,*)/n para la de segundo grado es
contrario del polinomio, no necesitamos un divisor diferente para
las desviaciones de los datos observados pueden obtenerse por
96.4506 y PV, fue —9.4728; por tanto, la

La suma de cuadrados para la regresion d
2(PU,? + PV,?)/n y asi sucesivamente. Al
cada grado. Las sumas de cuadrados para
sustraccion. A partir de la tabla 15.4, encontramos que PU, fue —

suma de cuadrados de primer grado es:

2(=96.4506)* + (-9.4728)*) /12 = 1565.41

La suma de cuadrados total para Y fue 1 594.33, de modo que la suma de cuadrados para la desviacion es:

1 594.33 -1 565.41 = 28.92 un resultado que difiere del valor 28.86 encontrado en |
aproximacion.

Analogamente, la suma de cuadrados debida a la regresion de segundo grado es:

2((-1.65)* + (11.8642)*] /12 = 23.91

Métodos abreviados

a tabla 15.5, debido a la
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El residuo o la desviacion de la suma de cuadrados de segundo grado es: 28.92 — 23.91 = 5.01 (en
comparacién con 4.99 en la tabla 15.5). Estos resultados se resumen a continuacion:

Tabla 15.6. Analisis de varianza de los datos de temperatura.

Fuente de variacion gl sC C™M Valor de F
Meses 11 1594.33
Primer grado 2 1565.41 782.705 243.61**
Desviacién 9 28.92 3.213
Segundo grado 2 23.91 11.955 16.70**
Desviacion 7 5.01 0.716

Notese que cada término de la ecuacién tiene dos grados de libertad. Esto se debe a que tienen que calcularse
dos coeficientes, a y b, para cada grado. El cuadrado medio para cada grado se comprueba contra su
componente residual, para constituir una prueba F. En este caso, tanto el primero como el segundo grados
fueron altamente significativos.

Hemos ajustado una curva a las temperaturas medias mensuales y separado la suma de cuadrados para los
meses en diversos componentes. Si deseamos tener en consideracion los registros anuales individuales a
partir de los cuales se calcularon dichas medias, el anlisis de varianza es considerablemente mas complicado.
Para un estudio més detallado del tema, el lector debe consultar el Boletin 615 de la Estacion Experimental de
Agricultura de Connecticut, 1958, que lleva por titulo Regresién periédica en biologia y climatologia, de C.I.
Bliss.

La curva de segundo grado que hemos calculado est4 en realidad formada por dos curvas sinusoidales
simples, una sobre la otra. La primera tiene una semiamplitud

A=va?+b?, de modo que: A =/(-16.0751)* + (-1.5788)* = 16.13

El 4ngulo de fase es  tan='(b, ‘q,) + 180" =  A&ngulo cuya tangente es .0982 + 180° = 185’ 36 que,
convertido a unidades de tiempo, equivale a aproximadamente 6 meses y 5 dias después de la iniciacion del
ciclo. Puesto que nuestro ciclo comienza con la media de enero, podemos denominarla enero 15, de manera
que la maxima de nuestra curva caera en julio 20 y la minima seis meses antes de enero 20.

Si consultamos la figura 15.1, y nos fijamos en la curva continua en la mitad inferior de la misma, veremos que
las temperaturas observadas tienden a encontrarse por encima de la curva en su primera y tercera partes, y
por debajo de la misma en la segunda y cuarta partes. La curva de segundo grado se ajusta ampliamente a
estas discrepancias. Tiene una semiamplitud

A= \/az’ +b? = \/{—.275)2 +(1.9774)* = 2.00 y un &ngulo de fase de

180° —tan-"(b,/a,) = 180° — tan=' 7.1905 = 180° - 82° 5' = 97°5'. Este 4ngulo debe dividirse entre 2, puesto que
ahora estamos tratando con una curva de 2 ciclos, de modo que tenemos una méxima en 48°32.5' o
aproximadamente un mes y 18 dias después de enero 15. Existe otra maxima 6 meses después y una minima
en los 3 meses siguientes a cada maxima. Esto se traza como la curva de puntos de la parte inferior de la
figura 15.1.

Sumando estas dos curvas con la media 61.34, obtenemos la curva resultante en la mitad superior de la figura
15.1.

Ajuste de la curva peribdica 203
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RESUMEN

Para observaciones o tratamientos igualmente espaciados, se construye una tabla (A.11)} que simplifica grandemente los
calculos para derivar ecuaciones de regresiones lineales, cuadraticas, cdbicas y cuarticas o para separar sumas de

cuadrados de tratamientos en componentes de tendencia.

La tabla consta de tres partes por debajo de cada nimero de observaciones desde 3 hasta 25: los coeficientes c, los
divisores y los valores de K.

Los valores de P se obtienen a partir de la ecuacion F’i = EciTi .

Después de que los valores P se obtienen a partir de las observaciones, las ecuaciones de regresién lineal, cuadratica,
cubica y cuartica pueden obtenerse de las siguientes ecuaciones:

Y_ =Y+ (KPIX’

-~

Y, = (Y = K,Po) + (K,POX" + (K,P) X

Y= (Y = KP,) + (K,Py = KyP)X + (K,P)X 2+ (K, Py)X 72

V.= (F = KP, + KPR + (K, P, = KyPOX + (KPy = KPIX ™ + (K, PIX ™ + (K,PX

Los valores de X’ en las ecuaciones de regresién son valores codificados de X, iguales a los coeficientes c,

" Las sumas de cuadrados para los tratamientos pueden separarse en:

SC lineal'SC = P,*/(divisor veces numero de repeticiones)

SC cuadratica SC = P,?/(divisor veces numero de repeticiones)

SC cubica SC = P,*/(divisor veces numero de repeticiones)

SC cuartica SC= P,*/(divisor veces numero de repeticiones)

SC residual = SC del tratamiento — SC lineal — SC cuadratica — SC cibica — SC cuértica.

La tabla A.12 presenta conjuntos de coeficientes para calcular curvas periddicas para datos igualmente espaciados a través
de un ciclo de tiempo.

La tabla contiene dos conjuntos de coeficientes, denominados U y V, para cada uno de los primeros cuatro grados
(armdnicos) para valores seleccionados de n.

Se calculan ios valores de P para cada grado de ajuste, a partir de las ecuaciones

PU, =ZU,Y y PV, =3V.Y.

Después de que son determinados los valores de P, puede plantearse directamente una ecuacioén de cualquier grado
deseado hasta el cuarto, a partir de la siguiente ecuacién:

Y = ¥ + (2PU, ‘n) cos CX + (2PV,/n) senCX + . .. + (2PU,/n) cos i CX + (2PV,/n) seni CX

donde X es el numero de unidades de tiempo a partir del comienzo de un ciclo, y C es la longitud de cada unidad en
grados.

La suma de cuadrados para cualquier grado tiene 2 grados de libertad y se encuentra a partir de la relacién

Resumen 205
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! SC para el i-ésimo grado = 2(PUi‘ + PVi’)/n

206 Métodos abreviados

y la suma de cuadrados para las desviaciones de la curva puede obtenerse por sustraccién de aquellos componentes de la
regresion de la SC total.

Los métodos de este capitulo sélo son aplicables cuando los valores de X se encuentran igualmente espaciados.
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Capitulo 1 6

Correlacion
IFH Y

regresion para mas
de dos variables

Hasta el momento hemos estudiado solamente las relaciones entre dos variables. Frecuentemente, estamos
interesados en la relacién entre una variable deperidiente y méas de una variable independiente. La ley de oferta
y demanda, por ejemplo, implica una relacién entre precio (la variable dependiente) y dos variables: oferta y
demanda. En ganaderia, podemos estar interesados en el aumento de peso en relacién con los diversos
componentes de la alimentacién. Tratdndose de cultivos, podemos desear estudiar el efecto sobre la
produccién cuando los niveles N, P y K varian.

COEFICIENTES DE CORRELACION

La correlacién entre dos variables, pasando por alto cualesquiera otras variables que puedan variar
simultaneamente, recibe el nombre de correlacién simple o total. La correlacién entre dos variables, cuando
una o més variables permanecen fijas a un nivel constante, se denomina correlacién parcial. La relacién
combinada entre una variable y dos o més variables que varian simultdneamente recibe el nombre de
correlacién maltiple.

Supdngase que tenemos una variable dependiente, Y, y para cada valor de Y existen valores correspondientes
de otras dos variables X, y X,.

La correlacién simple o total entre Y y X, es el coeficiente de correlacion lineal que estudiamos en el capitulo
13. Recuérdese que su férmula es: *

2= (ny)z/zxzf,y’

Para mostrar claramente que ésta es la correlacion simple de Y con X, es usual incluir subindices explicativos,
de modo que escribimos la férmula de la siguiente manera:

rt, %y = Rx,y P/ Zx*2y? Analogamente, la correlacién simple entre Y y X, se escribe:

r’Y Xy = ExyP/ExTy? Finalmente, para calcular la correlacién parcial y maltiple, necesitamos

una tercera correlacién simple; aquella entre X, y X,: s = e ) Exi) 5

*Como antes, las formulas se expresan en términos de r? en vez de r. Debe recordarse que r, el coeficiente de correlacion,
es la raiz cuadrada der?.
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La correlacién parcial entre Y y X, con un X, fijo se denota B
correlaciones simples de la siguiente manera: =

(r\fx =T x )2 (r = . ):
P = A 2 7172 . Anélogamente, r? =LY% X XX,
1+ X ] _rz !_rz vxz.x‘ 'I _r: ] 2
Y X, X X, 'rxl)( - rx,x,)

El coeficiente de correlacion multiple, denotado Ry.x,x,, mide la correlacién combinada de X,yX,conY.
Esto se determina al obtener la raiz cuadrada de:

Riv.x,x, =(r*, +1 -2 -1
T2 Y X, Y X, 2vx,rvxzrxlx, 1 r:tt:x1

Nétese como la adicién de sélo una variable méas ha incrementado la complejidad de la correlacién. Con dos
variables, X y Y, sélo teniamos un coeficiente de correlacién. Con tres variables, X, , X, y Y, tenemos tres
-coeficientes simples, tres coeficientes parciales y el coeficiente multiple.

X, * y se calcula a partir de las

El problema de visualizar una relacién de tres variables es también mucho més dificil que cuando se tienen dos
variables. En el caso de dos variables podemos representar las observaciones sobre un gréfico bidimensional.
La relacién se describe por una recta de regresién y, con muchas observaciones, el diagrama de dispersién de
los puntos aparece como una elipse. Cuanto més estrecha sea la elipse, mayor ser4 la correlacién. Con tres
variables, la relacién debe describirse como un plano en el espacio tridimensional. La dispersion de los puntos
alrededor de este plano tendré4 la forma de una elipsoide. La proyeccion del elipsoide sobre el plano X,Y
muestra la correlacién simple de X, y Y. Una seccién a través de la elipsoide paralela al plano X,Y

proyectada sobre el mismo, mostraré la correlacién parcial deX, con X, fija, denotada’, Xy X,
En la figura 16.1 se muestran gréficamente diversas situaciones. Nétese que la correlacién simple puede ser
baja, pero la correlacién parcial puede ser alta, o viceversa. Pueden incluso ser diferentes en signo.

Parcial positiva alta Parcial positiva baja Parcial negativa media
Total positiva baja Total positiva alta Total positiva media

Figura 16.1. Diagrama de diversas combinaciones de correlaciones parcial y total, incluyendo tres variables.

El coeficiente de correlacién maltiple, R, muestra cuan estrechamente los puntos de la elipsoide estan
agrupados alrededor del plano de regresién. El valor de R es siempre positivo, fh::ctuand.o entre cero y uno;
ademaés, éste es siempre cuando menos tan grande como el mayor de los coeficientes simples y parciales. Este
hecho sirve como una buena comprobacién de los célculos.
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COEFICIENTES DE REGRESION

Hasta el momento, sélo hemos hablado acerca de correlaciones, la estrechez de las relaciones entre las
variables. Deseamos también conocer la naturaleza de las relaciones. ;Qué cambio de Y esté asociado con
cambios unitarios de las variables independientes? Para contestar esta pregunta, necesitamos una ecuacién de

la forma
Y=a+ b X, +5,X%,.

Los términos b, y b, reciben el nombre de coeficientes de regresién parcial. La ecuacion mejor ajustada de
esta forma seré aquella que haga minima la surna de cuadrados de las desviaciones de las Y observadas y de
las Y estimadas. Para encontrar los valores de a, b, y b, que cumpliran este requerimiento, resolvemos
ecuaciones normales muy siinilares a aquellas que resolvimos para la regresién curvilinea:

an+ bIX, + b X, +...=SY

aXX, + 5ZX, + 6,IX, X, +...=5X,Y
aEX, + b XX, + bEX, 2+ ... =2 X, Y

Los puntos indican como pueden ampliarse estas ecuaciones para incluiv a més de tres variables.

Los célculos pueden reducirse replanteando la ecuacién en términos de las desviaciones de las medias, en vez
de hacerlo en términos de los valores u:iiginales. Puesto que 2 suma de las desviaciones de cualquier variable
de su media es igual a cero, Zx, = 2x, =2y = 0. Por tanto, la primera ecuacién normal se elimina, como lo
hacen todos los primeros términos de las ecuaciones restantes. Hemos dejado:

b2x*t+bZxx +...=3xy

bxx, +b2x2+. . =2y

Resolviendo estas ecuaciones para las 4 .btenemos una eciacién de regresiéon de la forma
y = bx, + b,x, + ... .Si deseamo= una ecuacién en términos de las observaciones originales, podemos
calcularia=Y - b, X, = b, X ... gntonces Y=a + b X, + b, X, + ...

UN EJEMPLO CON TRES VARIABLES

Para ilustrar la corre'scién parcial y multiple y la regresién, analizaremos algunos datos sobre la gravedad
especifica de papas (* ), el contenido de nitrégeno (X,) v el contenido de fésforo (X,). Se codificaran las
obs~rvaciones, a f*1 de simplificar los célculos. (Véase la tabla 16.1.)

Primerc calcularemos los diversos coeficientes de correlacion. Las correlaciones simples o totales son:
P, = Ern R/ y xS (<29 218.35)/(51 172.95)(21 240.55) = 0.7854

- = r, e .8862 (Nétese que ésta es negativa porque Zyx, fue negativa)

Pex, = Cym) /Sy Sa? = (- 6 611.8),151 172.95)(1 663.2) = 0.5136

Un ejemplo con tres variables 209
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rvxz - i'zv)-(:t = - .7167 .
P = Exnl/EaEat =(2 584.47/21 2005511 863.2) = 1891 @
rx‘x1 = rlex: = .4348 .
Tabla 16.1. Gravedad especifica, contenidos de nitrégeno y fosforo de 20 muestras de papas. .
Y X‘ X: .
(Gr.Es. - 1.07)10° (Nitrogeno — 1)100 (Fésforo)100 4
2 96 40 .
14 82 36 @
15 121 30 ®

15 88 42
16 100 28 @
27 14 2% ()
48 7 33 @
54 94 26 ()
58 74 15 W
68 36 35 )
82 36 25 <
83 73 15 .
91 58 26 ®
97 31 25 @

98 38 24
101 : 56 1N -~
128 2 2 -
140 37 1 (W)
163 10 24 ™)
179 14 10 [
Totales 1 479 1253 504 -
$Y? = 160 545 X, =99 741 vX, = 14 364 :

(2Y)?/20 = 109 372.05 (£X,)2/20 = 78 500.45 (X X,)%/20 = 12 700.8

Zy? = 5117295 Sx? = 21 240.55 Yy = 1663.2 @
SYX, = 63 441 SYX, = 30 659 SX.X, = 34 160 ()
SYSX,/20 = 92 659.35 SYSX,/20 = 37 270.8 XXX, 20 = 31 575.6 ]
Syx, = =29 218.35 Syz, = -6 611.8 Yxy, = 2 584.4 )
10 .
y N
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Los coeficientes de correlacién parcial son:
_ [-0.8862 —(=0.7167)(0.4338)]

“rxex, = (vx, T vx, 'xlx.)y(‘ =) ) T osTaan - 0ae)

(- 05746)
" (0.4864)(0.8109)

rvx ot = \/ rzvx . X = -09149
[-0.7167- (- 0.8862)(0.4348)]

Pyxgexy TEvxg ~Tvx, xox, )/(1 =Py ) Pxx)” (1-0.7854)(1 -0.1891)

(-0.3314)2
(0.2146)(0.8109)

S /r=”1_xl = —07944

Finalmente, calculamos R, el coeficiente mdltiple:

R? =(rz +r -2r r r -r )
Y OX X, Y X, Y X, 2Yxl Y Xy XyXy KX

= [0.5136 +0.7854 — 2(-0.8862)(-0.7167)(0.434)/(1 - 0.1891)

= 04310

= 0.7467/0.8109 = 0.9208

=4/ 09208 = 0.9596

Yoo Xy X,

Las correlaciones simples de cada contenido de nitrégeno o fésforo por separado con la gravedad especifica
no son muy grandes; pero cuando las dos variables se consideran simultaneamente, la relacién con la

gravedad especifica es muy estrecha.”

Expresados en cifras de porcentaje, el nitrégeno sélo explica el 78.54% de la variabilidad de la gravedad
especifica, (100 X )
1

El fésforo explica el 51.36%. El nitrégeno y el fésforo conjuntamente explican el 92.08%.

Ahora necesitamos describir la relacién mediante el célculo de la ecuacion de regresién. Utilizando las
ecuaciones normales basadas en las desviaciones de las medias, obtenemos:

bEix®+ bixx = Zxy
b3x,x + b3x*= Ty
Sustituyendo los valores observados de los datos:

21 240.55b, + 2 584.4b, = ~29 218.35
2 584.40b, + 1 663.2b, = —6 661.8

Un ejemplo con tres variables ) m
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Multiplicando la primera ecuacion por 2 584.4, la segunda ecuacion por 21 240.55 y sustrayend :
28 648 159.4b, = —64 926 364.75 y sustrayendo, obtenemos:

b, = -2.266
Sustituyendo este valor de b, en cualquiera de las ecuaciones originales, y resolviendo para b, , encontramos:

b= -1.100

Para expresar una ecuacién de regresion en términos de los valores originales, necesitamos determinar
el a:

a =¥ = Bk, =X,

1479 1253 504
= — - (1,100 —)- (-2.266 —)=199.968
20 20 20

Podemos ahora plantear la ecuacion de regresion como sigue: Y = 199.968 - 1.100X, - 2.266X,

A partir de esta ecuacién podemos calcular los valores de Y y compararlos con los valores observados.

Tabla 16.2. Gravedad especifica observada y calculada de 20 muestras de papas.

Y Y d=y Y
2 , 3.7 1.7
14 28.2 <143
15 -1.1 16.1
15 8.0 7.0
16 26.5 ~10.5
27 15.7 1.3
48 47.1 0.9
54 37.7 16.3
58 _ 84.6 -26.6
68 S 8L -13.1
82 103.7 N7
83 85.7 5.7
91 77.2 13.8
97 109.2 -12.2
98 103.8 -5.8
101 113.4 -12.4
128 123.7 4.3
140 134.3 5.7
163 134.6 28.4
179 161.9 17.1

La suma de las desviaciones es igual a cero, como deberia ser. Esto suministra una buena combinacién de los
calculos. La suma de cuadrados de las desviaciones es 4 051 .16. Esto representa la variacion de la gravedad
especifica (Y), no asociada con la variacion del contenido de nitrégeno (X,) o del contenido de fasforo(X,)-
Esto puede calcularse sin determinar cada Y, tomando (1 — R*)Xy?, que es:

(1 - 0.9208) 51 172.95 = 4052.90

212 Correlacion y regresién para més de dos variables
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Las dos respuestas coinciden estrechamente, debiéndose la pequefia diferencia, a la aproximacion.

Los resultados que hemos obtenido pueden resumirse en una tabla de analisis de varianza como la siguiente:

Fuente de variacion Método para calcular la SC sC gl c™M F
Total b 51 172.95 19
Regresion debida a X, r’H (Xy?) 40 191.23 1 40 191.23 65.9**
Desviacion de la regresién
simple (1 - ));_w 10 981.72 18 610.10
1
Regresion adicional debida
a X, x(1 -, xl).\;_w 6 929.47 1 6 929.47 29.07**
Desviacion de la regresion
maltiple (1 R )x,-= 405290 17 238.41
. 172

La ultima suma de cuadrados puede obtenerse por sustraccion:

10 981.72 — 6 929.47 = 4 052.25. La
discrepancia entre este valor y el que aparece en la tabla se debe a la aproximacién y no ejercera un efecto
importante sobre el valor de F. La raiz cuadrada de 238.41 o 15.44 recibe el nombre de error estadndar de la
estimacion, y se denota por el simbolo s X, X,

Nueva tabla, que muestra valores de F completamente diferentes:

Fuente de variacion Método para calcularla SC SC gl CM F

Total Xy? 51 17295 19

Regresion debidas &; ok, (y7) 26 282.43 1 26 282.43  19.01**
Desviacién de la regresion

simple (l - ).\_')‘ 24 890.52 18 1 382.81

2

Regresion adicional debida

a X, '2vx| x?(! - r’vxz)lv 20 835.85 1 20 835.85 87.40**
Desviacion de la regresion

maltiple (1 <R ) Syl 405290 17 238.41

En la primera de estas dos tablas, consideramos el efecto total del nitrégeno y luego el efecto adicional del
fosforo. En la segunda tabla, consideramos el efecto total del fésforo y luego el efecto adicional del nitrégeno.
El hecho de que el orden en que se considera a las variables da lugar a una marcada diferencia en los
resultados del andlisis, puede resultar confuso para cualquiera durante esta primera exposicion de la regresion

multiple.

Un ejemplo sencillo puede ayudar a aclarar parte de la confusién. Es perfectamente conocido que la
producccién de muchos cultivos esta influida tanto por la temperatura como por la duracién del dia.
Supéngase que tenemos numerosos registros de produccién de un cultivo, que crece en diferentes estaciones

del afio. Para cada registro de produccién, tenemos un registro de la duracién media del diay de la

temperatura media durante la estacién de crecimiento. Esperamos que la duracién del dia y la temperatura

Un ejemplo con tres variables
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estén estrechamente correlacionadas entre si. Dado que esto es cierto, no deberiamos sorprendernos si
encontraramos que la produccién estuvo estrechamente correlacionada con la temperatura, pero que la
consideracién adicional de la duracién del dia explicaria poco la variacién de la produccién ain no explicada.
Al mismo tiempo, la duracién del dia por separado puede estar estrechamente correlacionada con la
produccién, mientras que la temperatura puede tener un pequefio efecto adicional. La conclusién seria que
los dias largos y calientes estan asociados con la produccién més elevada que los dias cortos y frios.
Podriamos decir muy poco acerca de qué factor fue el mas importante: si la temperatura o la duracién del dia.
Para responder a esta pregunta, necesitariamos un experimento en que la duraci6n del dia y/o la temperatura

fuesen controladas de modo que éstas podrian estar menos estrechamente correlacionadas de lo que se
encuentran por naturaleza.

En el capitulo 13 presentamos un ejemplo de una correlacién espuria entre el consumo de cigarrillos y la
produccién de heno. Esta alta correlacién se debi6, en apariencia, al hecho de que ambas variables estuvieron
estrechamente relacionadas con una tercera variable: el tiempo. Un anélisis de regresién mdltiple mostraria
una notable diferencia entre los dos anélisis, dependiendo de qué variable independiente se considerara
primero.

BT Pt L

Tabla 16.3. Andlisis de regresién multiple de la produccién de heno (Y), consumo de cigarillos (X, )y tiempo (X,).

Fuente de variacién gl sC CM F

e

X, considerada primero

Total 14 10 094.00 §:.
Regresiin débida:a, X, 1 8 855.31 8 855.31 92.94**
Desviacién de la regresién simple 13 1 238.69 95.28 | | .
Regresi6n adicional debida a X, 1 918.01 918.01 34.35** '
Desviaci6n de la regresién multiple 12 320.67 26.72

X, considerada primero

Total 14 10 094.00
Regresion debida 9, X, : 1 9 723.21 9 723.21 340.90**
Desviacién de la regresién simple 13 370.79 28.52
Regresién adicional debida a X, 1 50.11 50.11 1.88ns
Desviacién de la regresién multiple 12 320.67 26.72

En el segundo anélisis, donde primero eliminamos la regresién con el tiempo, vemos que no existe una
regresién adicional significativa relacionada con el consumo de cigarrillos.

MAS DE TRES VARIABLES

Por el bien de la simplicidad, la mayor parte de nuestro estudio y los ejemplos ilustrativos han estado basados
en tres variables: una dependiente y dos independientes. En realidad, los coeficientes de correlacién mdiltiple y
parcial y las ecuaciones de regresién pueden calcularse para cualquier nimero de variables. Un reciente
estudio en la Universidad de California incluy6 35 variables. Solamente podemos indicar aqui, en forma
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general, que los métodos descritos pueden extenderse a més de tres variables, y puntualizar algunas de las
dificultades contempladas.

Hemos visto como las ecuaciones normales para calcular los coeficientes de regrgsién b,, b,, etc., |E)l:leden
ampliarse para incluir tantas variables como se deseen. Cada nueva variable requiere solament'e la §d|t§|6n de
un nuevo término en el miembro izquierdo de cada ecuacion, y Ia adicion de una nueva ecuacidn siguiendo el
mismo patron de las anteriores. Para m variables, la ultima ecuacién normal seria:

gy i \ Vs i d N o
hEmw 4 bEra, 4 BEGR ¥ o o b SR m?

El algebra no cambia, pero la aritmética implicada en la resolucién de las ecuaciones se vuelve mas dificil
cuando afiadimos nuevas variables. Por esta razén, se sugiere que se utilice uno de los procedimientos ;
sistematicos mencionados en el capitulo anterior 0, si es posible que se emplee una computadora electrénica.

Hemos observado como, con solamente dos variables existié un solo coeficiente, pero con tres variables
existieron siete, incluyendo un coeficiente multiple, tres simples y tres parciales. Con cuatro variables, el total
se incrementa a 25, y con 5 a 81. Una de las razones de este gran incremento es que tenemos la adicion de
coeficientes parciales de orden slevado. El orden de un coeficiente de correlacién parcial es el niGmero de
variables que permanecen fijas. Con tres variables, sélo tuvimos coeficientes parciales de primer orden, como

r . Con cuatro variables, tenemos coeficientes simples y parciales de primer orden y coeficientes

Y XX,

parciales de segundo orden, comor . €S decir, “’la correlacion de Yy X, para valores fijos de X, y X,."'
it Ralt 1) .

Existe una ecuacién general que permite calcular un coeficiente de correlacion parcial de cualquier orden, si
conocemos tres coeficientes parciales de un orden inferior:

r -r r 2
Y XXy X YXpeXg e XX XgeXy L X

¥ KRRy e m ko 1 = 2 1 -2
Y XXy . o X RypMge Xy w0

Las ecuaciones dadas para encontrar los coeficientes parciales de primer orden que incluyen tres variables de
las tres correlaciones simples, fueron casos especiales de esta ecuacion general.

Una ecuacién general para encontrar el coeficiente de correlacién multiple que incluye m variables
independientes es:

]_R:V.X, o5 5t s O :(1_rzvt,)(]‘_r2"’*x-‘l)(]—r)"xl"“nxz)'.'(‘-r:'xm'xl X )
. ) Cee Xy

En el caso de dos variables independientes, se reduce a la forma bastante simple ya presentada para sz

Hemos visto que la aritmética se vuelve cada vez mas dificil cuando consideramos un mayor ndmero de
variables; pero quiza la mayor dificultad encontrada cuando consideramos mas de tres variables consiste en
visualizar las relaciones. La relacion entre dos variables puede trazarse en un grafico bidimensional. Las
relaciones entre tres variables pueden representarse en un diagrama tridimensional; no obstante, jcémo
trazamos la representacién de las relaciones entre cuatro o mas variables? La respuesta es que ni siquiera lo
intentamos. Tenemos que aprender a no incomodarnos por ser incapaces de visualizar relaciones que incluyen
cuatro o mas dimensiones. En su lugar, necesitamos pensar en términos de las ecuaciones, antes que en los
diagramas. Después de todo, nc tenemos problemas en captar la idea de que la produccién de un cultivo est4
relacionada con los niveles de N, de P y de K del suelo, la cantidad de agua aplicada, la competencia de la
maleza, la cantidad de enfermedad, el nimero de insectos perjudiciales, la temperatura y la duracién del dia.
Con datos suficientes, incluso podemos plantear una ecuacién relativamente sencilla que describa dichas
relaciones. ¢ Deberiamos estar preocupados si no pudiésemos trazar un esquema descriptivo de esta compleja
interaccion de factores? Una ecuacién puede ser mejor que mil dibujos.

Algo mas debemos decir acerca de la correlacion y de la regresién, que incluyen un gran nimero de variables.

Maéas de tres variables 215
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Mostramos que con tres variables, pueden realizarse dos andlisis diferentes, dependiendo de cu4l de las
variables independientes consideremos primero. Con tres variables independientes, el nimero de anélisis
posibles se eleva a seis, y con m variables independientes existen m! formas posibles de ordenar las variables,
(El simbolo ““m!” representa m factorial y significa el producto de todos los nimeros desde 1 hasta m.
Luego, 10! =1x2x3x4x5x6x7x8x9x10=3628 800.) ¢Cual es el mejor orden para considerar a las
variables? Una pregunta relacionada es: “’Entre un nimero de variables independientes, ;c6mo podemos
encontrar el mejor conjunto de un tamafio dado?’ Hallar un método directo simple para obtener el mejor
conjunto es uno de los mayores problemas no resueltos de la estadistica. En las computadoras electrénicas se
encuentran disponibles programas para alcanzar esta solucion, pero el tiempo es el factor limitante.
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RESUMEN

Cuando consideramos mas de dos variables, existen tres tipos de coeficientes de correlacién.

La correlacion simple o total es la correlacién lineal entre cualquier par de variables, sin importar los valores de las
variables restantes.

La correlacién parcial es la relacién entre dos variables cuando una o mas de las variables restantes se mantienen
constantes.

La correlacién maltiple es la relacién conjunta entre la variable dependiente ¥y todas las variables independientes.

La ecuacién para el coeficiente de correlacién simple al cuadrado es:
2 - 2 2
r vx, —(iny)/zxiZy‘

La ecuacién general para un coeficiente de correlacién parcial de primer orden al cuadrado es:

2
(rvx. “Tyx, rx.x.)
2 - ! J ' J

'fxi.x._]_rz 1=r2
: X.x,
J ''J

El orden de un coeficiente de correlacién parcial es el nimero de variables mantenidas constantes, expresadas

simbélicamente por el nimero de subindices siguientes al punto. Con tres variables, sélo podemos obtener coeficientes
parciales de primer orden.

El coeficiente de correlacién maltiple entre tres variables se encuentra a partir de:

2

R Z(rz +r? -2r roor 1-1¢2
YX, X, Y X, Y X, Y X, vx, "1";) xlx,)

El coeficiente de correlacion multiple es siempre positivo v al menos tan grande como los mayores coeficientes simple y
parcial, : .

Una ecuacién de regresi6n describe la relacién entre la variable dependiente y todas las variables independientes. Esta es
de la forma:

-~

Y=atbhX +bX, +

Los simbolos b,, b,, etc., reciben el nombre de coeficientes de regresidn parcial. Para encontrar la ecuacién de

regresion que se ajuste mejor a los datos observados, resolvemos la siguientes ecuaciones normales para los
coeficientes de regresion parcial:

bEx + b3xx +...4 mexlxm =Xxy

b,zxle + bzzxzz +. — mez’xm — Exzy

bIx x thix x +.. .+ b Zx =3z y

donde m es el nimero de variables inde

pendientes. Para su resolucién, necesitamos m ecuaciones con m términos en el
miembro izquierdo de cada una de ellas
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Capitulo
- \

Anadlisis de conteos

A NN OYY)

La mayor parte de lo presentado en este libro ha tratado acerca del anélisis de mediciones, como el peso, la
produccioén, la altura, etc.; sin embargo, no siempre medimos alguna caracteristica de un individuo. Algunas
veces, simplemente ciasificamos individuos en dos 0 mas grupos, como muertos o vivos; saludables o
enfermos: macho o hembra; rojo, rosado o blanco; novato, estudiante; joven o adulto. Incluso con las
caracteristicas que pueden medirse, algunas veces resulta mas conveniente clasificar a los individuos en
amplios grupos; por ejemplo, podemos desear conducir un estudio que incluya una medida de los ingresos de
las personas. Muchas personas de nuestra muestra pueden molestarse al interrogarles sobre la cantidad
exacta de sus ingresos; pero no vacilarian si se les preguntara a cual de las tres o cuatro categorias de ingresos
pertenecen, y dicha clasificacién puede ser suficiente para los propositos de nuestro estudio.

Los datos basados en computos de individuos que pertenecen a cada una de diversas clases, generalmente -
requiere un tipo diferente de anélisis estadistico que el cominmente utilizado para las mediciones. Tomemos,
por ejemplo, un estudio para determinar algo acerca de las caracteristicas de los huevos puestos por un hato
de gallinas. Podemos pesar cada huevo de una muestra y determinar que la media o el peso promedio por
huevo fue, digamos, 21 gramos. Podriamos también clasificar cada huevo como cuarteado o sano y encontrar
que el 5% de los huevos estaban cuarteados. No tendria sentido afirmar que el promedio de huevos estuvo en
un 5% de cuarteados. Nuestro promedio se aplica a la proporcién de individuos en la muestra que poseen esta
caracteristica.

En el capitulo sobre transformaciones, mostramos cémo los datos basados en cémputos pueden ser algunas
veces transformados y analizados validamente como si se tratara de datos de medicién. En este capitulo
describiremos un método denominado ji cuadrada (representado por el simbolo x?) para analizar los datos de
enumeracion.

Antes de estudiar este método, debemos primero considerar qué nos gustaria aprender al clasificar y
computar a los individuos. Los propésitos de recolectar tales datos generalmente incluyen uno o mas de los
siguientes objetivos: a) probar una o mas hipétesis no sugeridas por los datos, b) determinar si diferentes
caracteristicas estan interrelacionadas, y c) probar si las muestras se obtuvieron a partir de distintas
poblaciones.

JI CUADRADA

s (Ob - Ex)?

Ex
donde Ob es el valor observado para cada una de dos o més clases, y Ex es el valor esperado correspondiente.

La férmula general de ji-cuadrada utilizada en la resolucién de todos estos problemas es: X' =
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Para evaluar esta expresion, primero debemos determinar el valor esperado para cada clase de individuos, de
acuerdo con nuestra hipétesis. El valor esperado se sustrae entonces del valor observado vy la diferencia
resultante se eleva al cuadrado y se divide entre el valor esperado. Estos cocientes se suman para todas las
clases. Entonces, la suma se compara con los valores de una tabla de \* con los grados de libertad
apropiados. Esto revela la probabilidad aproximada de obtener desviaciones de las expectativas, tan grandes o
mayores que aquellas observadas por casualidad.

La aritmética es bastante simple, y para ciertos casos especiales se encuentran disponibles métodos de célculo
abreviados: sin embargo, necesitamos considerar diversos aspectos para utilizar apropiadamente las pruebas
de ji cuadrada:

1. Debemos tener cuidado al seleccionar la hipdtesis que vamos a probar. Esta hipotesis deberia ser
razonable y estar basada en hechos o principios previamente conocidos.

2. Necesitamos estar conscientes de que la ji cuadrada es una distribucién continua y se encuentra, de
hecho, relacionada con la distribucién normal. Por otro lado, la distribucion de las muestras
basadas en cémputos es una distribucion discreta o discontinua. Si se clasifica a los individuos en una
de dos clases, estamos tratando con lo que se denomina una distribucién binomial. Las
distribuciones normal y binomial son similares, pero no idénticas; de ahi que haya sido anteriormente
establecido que la referencia a la tabla de ji cuadrada da una probabilidad aproximada. Necesitamos
saber qué situaciones resultan en aproximaciones deficientes, de modo que podamos evadir estas
situaciones o0 quiza hacer ajustes para obtener aproximaciones mas apegadas a la probabilidad real.

3. Dada una hipdtesis, necesitamos saber cédmo calcular correctamente los valores esperados para cada
clase.

4. El numero de grados de libertad para completar la tabla de ji cuadrada no es siempre obvio.
Necesitamos aprender ciertas reglas para su determinacion.

5. Al interpretarlos resultados de una prueba de ji cuadrada debemos tener precaucion y buen juicio.
Incluso cuando nuestras observaciones no difieran significativamente de nuestra hipotesis, podemos
no estar justificados para aceptar la hipotesis si los datos se ajustan también a otra hipétesis
igualmente légica. '

llustremos estos diversos aspectos con un ejemplo. Supdngase que estamos trabajando con alguna planta que
presenta influorescencias rojas y blancas. Hemos cruzado plantas de linea de raza de las dos formas y la
generacion de F, fue toda roja. Desarrollamos una generacién de F, de ocho plantas y encontramos que
cua.ro registraron influorescencias rojas y cuatro blancas. Con base en lo que hemos aprendido hasta el
momento, nos sentimos bastante seguros de que el rojo es dominante sobre el blanco, y ademas suponemos
que esto esta determinado por un gene en particular. Nuestro conocimiento de genética nos conduce a
formular la hipotesis de que los F, se segregaran a una proporcion de 3:1 de rojas a blancas.

En base a esta hipotesis esperamos obtener, entre ocho plantas, seis rojas y dos blancas, de modo que
nuestros nimeros observados se desviaran en dos de lo esperado. Nos preguntamos: *¢Cual es la
probabilidad de que hubiéramos obtenido una desviacién de lo esperado tan grande o mayor de la que
observamos sélo por casualidad?’’ Si esta probabilidad es muy pequefia, rechazaremos nuestra hipétesis.

Reconociendo que la ji cuadrada dara sélo una aproximacién de la probabilidad deseada, calcularemos la
probabilidad exacta basada en la distribucién binomial. Para hacerlo, necesitamos encontrar la probabilidad de
cada resultado posible y combinar todos los casos que sean iguales o excedan las desviaciones observadas de

la esperada.
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Primero debemos definir algunos simbolos. Denominamos a la proporcion hipotéticar,:r,. La probabilidad de
un individuo perteneciente a la primera clase recibe el nombre de p y es igual ar,/(r, + r,). La probabilidad de
pertenecer a la segunda clase se denomina g y es igual a r,/(r, + r,) 0 1 — p.Los nimeros observados en cada
clase reciben el nombre de n, y n,,y n, + n, = n,el nimero total de la muestra. El simbolo n! se denomina n
factorial y se calcula al obtener el producto de todos los nimeros enteros desde 1 hasta n. Cero factorial es
igual a uno, por definicion.

En una distribucién binomial, la probabilidad de obtener una muestra con n, en la primera clase y n, en la
segunda es:

p"1q"2n! ‘n,!In,!
En nuestro ejemplor, =3, r, =1, p=r,/(r, + 1)) = %, g =r/(r, + 1)) = Ya.
La probabilidad de obtener una muestra, en la cual n, = 4y n, = 4 es:
pMiqtan!/n I, = (%) . (L) 1.2.3.4.5.6.7.8/1.2.3.4.1.2.3.4 = 81/256 x 1/256 x 70 = .0865.

Analogamente, podemos calcular la probabilidad para cada uno de los demas resultados y construir las tres
primeras columnas de la tabla 17.1.

Tabla 17.1 -

Desviacién de | Probabilidad basada
n,. de enuna
Resultado Probabilidad (n; - 6) esperado Intervalo de clase curva normal
8:0 0.1001 2 >15 0.1104
7:1 0.2670 - 1 051015 0.2312
6:2 03115 0 - 05105 0.3168
5:3 0.2076 -1 -05t0-15 02312
4:4 0.0865 -2 -15t0-25 0.0897
3:5 0.0231 -3 - 25t0-35 0.0186
2:6 0.0038 -4 - -35t0-45 0.0020
17 0.0004 -5 - 451055 0.0001
0:8 0.0000 -6 <-55 0.0000
Total 1.0000

La ultima probabilidad no es en realidad cero, pero es menor que 0.00005.
Notese que la suma de todas las probabilidades es igual a 1, lo que brinda una comprobacion de los calculos.

El valor esperado de n, es np = 8 x 3, = 6, de modo que hacemos una tercera columna en la tabla, mostrando
las diferencias entre los valores observados de n, y sus valores esperados.

Ji cuadrada 73
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Ahora podemos reSponderé nuestra pregunta original. La probabilidad de obtener una desviacién de dos o
mas de lo esperado es igual a la suma de las probabilidades del primero y de los dltimos cinco de los nueve
casos de la tabla. Esto es.1001 + .0865+ . . . + .0000 = .2139.

w—— p——

Veamos cémo este resultado se compara con la prueba de ji cuadrada. Nuestra formula es:

(Ob - Ex)* (4 -6 (4-27 4 4
=% ; = + ) =—+-==0.67+2=267

Ex 6 2 6 2

Buscando este valor en la tabla A.6 de ji cuadrada, para un grado de libertad, vemos que nuestra ji cuadrada
observada es muy cercana al valor 2.706, encontrado en el punto de 10%, indicando que la probabilidad de
obtener una desviacién al menos tan grande como la observada por casualidad es de 0.10. (Un valor mas
preciso obtenido a partir de las tablas mas extensas es 0.1025). Este es considerablemente menor que la
probabilidad exacta de 0.2139 que encontramos.

e¢

X
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Correccion de Yates para la continuidad

Tl 2e>

. M bed

Existe una correccién que recibe el nombre de correccién de Yates para la continuidad, que reducira
considerablemente la discrepancia entre los dos métodos. Supongase que estamos utilizando la distribucién
normal para obtener una estimacion de la probabilidad de cada resultado. Para hacerlo, primero debemos
encontrar la varianza y la desviacién estandar de la distribucién. Esto puede hallarse al elevar al cuadrado la
desviacién de la media (valor esperado) para cada resultado y al multiplicar este resultado por la probabilidad
correspondiente. Estos productos se suman para todos los resultados.

D x ey

T e

Varianza = 2* x. 1001 + 12 x .2670 + . . . + (5)* x .0004 = 1.4997. Puesto que estamos tratando con una
distribucién binomial, existe una férmula mucho més simple para obtener la varianza: o* = npq. Luego, en este
ejemplo:

o?=8xYxY%=1.5
Desviacién estandar: o0 = y/o?=/1.5=1.225

Los intervalos de clase pueden expresarse ahora en términos de valores z, dividiendo los limites de cada
intervalo entre la desviacién estandar. El area bajo la curva normal para cada intervalo puede entonces
determinarse mediante una tabla de funciones de probabilidad encontrada en la mayoria de los libros de tablas
matematicas.

Dichas estimaciones se muestran en la tabla 17.1, para puntualizar cémo difieren las distribuciones normal y
binomial. Puesto que la normal es una distribucién continua, tenemos que agrupar conjuntamente todas las
porciones de la curva normal, desden, = Ex = =1.5hastan, - Ex = 2.5 y determinar el 4rea de esta porcién
con el fin de encontrar una probabilidad de — 2 paran, - Ex. Analogamente, la probabilidad de 2 para n, — Ex
es el area bajo la curva normal, desde n, -~ Ex = 1.5 hasta el infinito. Entonces, nuestra pregunta acerca de la
probabilidad de obtener una desviacion de 2 o mayor del valor esperado cuando utilizamos una curva normal,
debe replantearse para inquirir cual es la probabilidad de que la desviacién del valor esperado exceda de 1.5.
La correccion de Yates tiene en cuenta esto y consiste simplemente en sustraer 0.5 del valor absoluto (sin
importar el signo) de las diferencias entre los valores observados y los esperados.

Aplicando esta correccion, calculamos una ji cuadrada ajustada como sigue:

=S (|IOb — Ex| - .5)’: (2 - .5) p (2 - .5)= (1.5) £ (1.5) = 375+ 1.125 = 1.50
Ex 6 2 6 2
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(Nota: el simbolo |x| significa valor absoluto de x)

Buscando este valor en una tabla de ji cuadrada (A.6), encontramos que la probabilidad esta entre 0.10 y 0.50,
pero es mucho mayor de lo que fue anteriormente. Tablas més extensas arrojan un valor de P de 0.2207, muy
cercano a la probabilidad calculada exacta de 0.2139. La probabilidad basada en una distribucién normal
puede obtenerse también en la misma forma como lo hicimos con la distribucion binomial, es decir, afiadiendo
las probabilidades de la primera linea y las Gltimas cinco lineas de la tabla 17.1. Esto da 0.2208, que es, como
deberia ser, igual (considerando errores de aproximacion) al resultado obtenido mediante la prueba deji
cuadrada.

GUIAS PARA LA UTILIZACION DE JI CUADRADA

Hemos visto que incluso con una muestra tan pequefia como 8, no es muy grande la diferencia entre la
distribucién binomial exacta y la distribucién normal sobre la cual la ji cuadrada esté basada. Las siguientes
reglas ayudaran a saber si la ji cuadrada dara una aproximacion lo suficientemente cercana a la respuesta
correcta:

1. Cuanto mayor sea el tamafo de la muestra, més estrecha sera la coincidencia entre las dos
distribuciones.

goi : 5.

. Cuanto mayor sea la proporcién entre r, y r, en nuestra hipotesis, mayor sera la discrepancia entre
las dos distribuciones para un tamafio de muestra dado. Luego, si hipotetizamos una proporcién de
1:1, la coincidencia seré estrecha incluso para pequefias muestras; pero si hipotetizamos una
proporcién de 15:1, es necesario un tamafo de muestra mucho mayor.

N

i
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3. Un método practico consiste en evitar la utilizacién de ji cuadrada si la menor clase esperada es
inferior a 5. Si tenemos mas de dos clases, podemos combinar aqueilas cuyos valores esperados son
menores que 5. También pueden emplearse tamafios de muestra cada vez mayores, a finde
incrementar el tamafio del valor mas pequefio esperado.

4. Utilicese siempre la correccién de Yates para determinar la ji cuadrada con un solo grado de libertad.
Nunca debe emplearse para problemas en los que se incluya mas de un grado de libertad.

Los grados de libertad pueden definirse, en general, como el nimero de clases al que se le puede asignar un
valor arbitrario. Luego, si tenemos dos clases, como en el ejemplo que hemos estado utilizando, podemos
asignar cualquier valor a n,, pero n, es entonces fijo, ya que debe incluir a los miembros restantes de la
muestra, de donde n, = n — n,. Por tanto, la ji cuadrada tiene un grado de libertad. En la comprobacion de
cualquier hipdtesis exterior a los datos, los grados de libertad son siempre uno menos que el
namero de clases. Se estudiaran posteriormente otras situaciones.

COMO INTERPRETAR LOS RESULTADOS

La interpretacion es el Gltimo y el mas importante paso en nuestro analisis de los datos. Hemos visto que la
discrepancia entre lo que fue observado y lo que fue esperado, facilmente podria haberse debido sélo a la
casualidad: por tanto, no tenemos pruebas para rechazar nuestra hipotesis. ¢Esto quiere decir que tenemos
pruebas contundentes para apoyar nuestra hipotesis? No necesariamente, y este es un punto que suele
entenderse mal. Considérese de esta forma. Existen muchas otras hipétesis que podriamos plantear, a partir
de la cual dicha muestra no representaria una desviacion significativa. Si tenemos una prueba contundente de
que el rojo y el blanco estan determinados por un solo par de genes, entonces una proporcién de 3:1 es la
hipotesis mas razonable y nuestra muestra podria considerarse como suministrando una buena evidencia de

Cémo interpretar los resultados ; 223
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apoyo. Por otro lado, la evidencia que tenemos para postular un solo par de genes puede ser muy débil,
Entonces, debemos considerar tales posibilidades cuando dos pares de genes dan lugar a una proporcién de
9:7 o de 13:3. Nuestra muestra observada de 4 rojos: 4 blancos daria una “buena aproximacion’ a cada una

de estas proporciones. Pruebas mas amplias 0 muestras mucho mayores de F, habrian de emplearse para
distinguir entre las diversas hip6tesis plausibles.

Ty

La tabla 17.2 contiene los tamafios de muestra que se requieren para distinguir entre diversas razones
comunes; por ejemplo, la tabla revela que una muestra de 105 debe estar necesariamente asegurada de que o
una proporcion de 3:1 o una de 9:7 se rechazara en el nivel del 5%. El valor de rechazo en la tabla deji
cuadrada es de 3.84. Si observamos una proporcion de 70:35, el valor de ji cuadrada al probar la hipétesis 3:1
seria de 3:46, no lo suficientemente grande para rechazarla en el nivel del 5%. Nuevamente probada la
hipétesis de 9:7, obtenemos un valor de ji cuadrada de 4.22, lo suficientemente grande para rechazar a la
misma en el nivel del 5%. Por otro lado, una proporcién observada de 69:36 daria valores de ji cuadrada de
4.34 y 3.45 para las hipétesis de 3:1y 9:7, respectivamente. Por tanto, rechazariamos la hipétesis de 3:1. La
verificacién de estos valores de ji cuadrada es un ejercicio que dejaremos al estudiante. En bien de la
continuidad, asegurese de utilizar la correccién.

e —————
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Tabla 17.2. Tamafio de la muestra para estar seguros de que al menos una de las dos hipétesis alternativas ser4
rechazada. (NUmeros superiores en el nivel del 5%, y los inferiores en el nivel del 1%)

15:1 7:1 13:3 3:1 11:5 5:3 9.7
1:1 16 24 38 62 112 254 1008
24 38 61 101 186 428 1718
%7 20 33 56 105 243 977
31 53 92 174 407 1664
5:3 27 49 94 223 915
42 79 155 374 1558
11:5 ) 39 80 195 823
61 130 326 1398
3:1 60 159 699
97 264 1184
13:3 114 543
186 915
589 :
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cOMO PROBAR LA INDEPENDENCIA

Uno de los aspectos que frecuentemente deseamos conocer cuando realizamos conteos, es si dos variables
estan relacionadas; por ejemplo, una variable utilizada para clasificar individuos puede ser el nivel de
educacion v la otra el nivel de ingreso. Podriamos realizar una prueba para verificar si la educacion y el ingreso
estan relacionados.

Podemos imponer deliberadamente dos niveles de una variable, como la inoculacién, sobre dos grupos,
tratando a uno de ellos y dejando al otro sin tratamiento. Podriamos entonces clasificar a cada uno de los
grupos en saludables y enfermos después de cierto tiempo y someter a prueba cualquier relacion entre el
tratamiento y la incidencia de la enfermedad. En la investigacion genética, con frecuencia se desea determinar
si dos caracteristicas se heredan independientemente o si muestran evidencias de eslabonamiento. Todos
estos problemas son similares en cuanto al analisis de correlacion.

En el analisis de una relacion entre dos variables, resulta mas conveniente plantear la hipétesis nula de que las
mismas son independientes. Si la desviacion de la independencia es mucho mayor de lo que esperariamos por
casualidad, rechazamos la hipétesis de que las dos variables son independientes y aceptamos la hipotesis
alternativa de que éstas se encuentran relacionadas.,

A fin de hallar los valores esperados para aplicar la formula de ji cuadrada, utilizamos un principio de la teoria
de la probabilidad que establece: si dos acontecimientos son independientes, la probabilidad de que
ambos ocurran simultaneamente es el producto de sus probabilidades individuales de ocurrir. llustraremos este
principio con un ejemplo y mostraremos como se realiza la prueba de ji cuadrada.

Cien animales fueron tratados con un antibiotico v, después de cierto tiempo, examinados en busca de
sintomas de enfermedad. Hubo 88 animales que estaban saludables, y 12 mostraron sintomas de enfermedad.
A otro grupo de 200 animales no se les suministré antibiético y al ser examinados posteriormente, se encontré
que 143 estaban saludables y 57 enfermos. Estos resultados pueden resumirse en lo que se denomina una
tabla de contingencia de 2 x 2 (tabla 17.3).

Tabla 17.3. Incidencia de enfermedad en reses tratadas y no tratadas.

Categorias de enfermedad
Tratamiento Saludable Enfermo Total
Tratado 88 12 100
Esperado (77) ' (23)
No tratado 143 57 200
Esperado (154) (46)
Totales 231 69 300

Someteremos a prueba la hipotesis de que no existe relacién entre el tratamiento con antibiético y la
incidencia de enfermedad. Si estas dos variables son independientes, la proporcién esperada de animales
tratados saludables sera igual a la proporcion de animales saludables por la proporcion de animales tratados.
Esto es igual a 231/300 x 100,300 = 77/300. Puesto que existen 300 animales todos juntos,

77./300 x 300 = 77 es el nimero de animales que esperamos que estén tratados y saludables. Los célculos
pueden reducirse considerablemente, notando que el total principal aparece como el denominador de ambas
fracciones que son multiplicadas para dar la probabilidad conjunta. La proporcién resultante se multiplicé
entonces por el total principal, para obtener el namero esperado. Podemos cancelar uno de los totales
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principales de nuestro célculo y encontrar el numero esperado de(100 x 231)/300 = 77.Esto puede expresarse
en palabras: el nimero esperado de animales saludables tratados es igual al nimero total de animales tratados
por el nimero total de animales saludables, dividido entre el total principal. Cada una de las demas clases
esperadas puede calcularse en forma analoga. En realidad, en una tabla de 2 x 2, sblo necesita calcularse un
valor esperado. Puesto que esperamos que 77 de los animales tratados fueran saludables, esperamos que los 23
restantes estuvieran enfermos. Analogamente, si esperamos que 77 de los animales saludables estuvieran en
la clase de tratados, debemos esperar que el restante de los 231 animales saludables, 154, estuvieran en la
clase de no tratados. Luego, de los 200 animales no tratados, puesto que esperamos que 154 sean saludables,
esperamos que los 46 restantes estén enfermos. Nétese que se asigna un solo numero a una de las clases,
permaneciendo fijas las tres clases restantes. Luego, s6lo tenemos un grado de libertad en una tabla de 2 x 2.
La regla general para una tabla de contingencia r x c (r hileras y ¢ columnas) es que los grados de libertad son

igualesa (r = 1) x (c - 1).

Una caracteristica especial de una tabla de 2 x 2 es que la diferencia entre lo observado y lo esperado es igual
para cada casilla de la tabla, excepto que dos de las diferencias son positivas y las otras dos negativas. Esta
diferencia comun en nuestro ejemplo es igual a 11 (o sea, 88 - 77 = 11, etc.) y, puesto que estamos tratando
con un grado de libertad, deberiamos aplicar la correccién de Yates y considerar las diferencias como 10.5.

Aplicando nuestra férmula de ji cuadrada, obtenemos:

iz i(!Ob = Ext—:5)% 3 (10.5};(10.5)’4{(10.5)’+(10.5)’: 9 24
Ex 77 23 154 46

Si consultamos la tabla A.6 de ji cuadrada, por debajo de un grado de libertad, observaremos que podemos
esperar que un valor de ji cuadrada de 6.635 ocurra por casualidad en solo el 1% de las veces, y uno de 10.827
en solo el 0.1% de las veces. Por tanto, podemos decir que la probabilidad de obtener un valor de ji cuadrada
tan grande como 9.34, es sélo ligeramente mayor a uno entre mil, de modo que rechazamos la hipétesis de
independencia y decimos que existe una relacién entre el antibiético y la incidencia de la enfermedad.

A fin de mostrar como se emplea la ji cuadrada para probar la independencia entre dos pares de genes,
analizaremos algunos datos de una larga progenie de caléndulas, segregadas por dos factores: precocidad y
virescencia (una ligera deficiencia de clorofila). Se sabe que la precocidad es recesiva al desarrollo posterior y
esta determinada en su material genético por un solo par de genes. La virescencia es recesiva en la planta
normal y también se controla por un solo par de genes. Deben contestarse las siguientes preguntas: /se ajusta
la razdn de tarde: temprano a la razén 3:1?, 4se ajusta la razén de la planta normal: virescente a la razén de
3:1?, ;son los dos pares de caracteristicas heredados independientemente o hay evidencia de eslabonamiento?

Los datos dispuestos en una tabla de contingencias (tabla 17.4) fueron:

Tabla 17.4. Segregacién de dos caracteristicas en una progenie de caléndulas.

Normal Virescente Total Ex 3:1
Tardio 3470 910 4380 4275
Esperado (3457.9) (922.1)
Temprano 1030 290 1320 1425
Esperado (1042.1) (277.9)
Totales 4500 1200 5700
Ex (3:1) 4275 1425
26
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Para responder a la primera pregunta respecto a la razén de tarde: témprano, calculamos la ji cuadrada:

x*=(4380~-4275 - .5)2/4275+ ( 1320 - 1425 — .5)* 1425
= (104.5)2/4 275 + (104.5)°/1425
=10.22

Este valor es casi igual al valor requerido de ji cuadrada de 10.827 en el nivel de 0.1%. Esto significa que si 3:1
fuese la razén verdadera, la probabilidad de encontrar una desviacién tan grande como la que observamos fue
solo de aproximadamente uno entre mil; por tanto, rechazamos la hipbtesis de que 3:1es la razon verdadera.
En realidad, no se rechazé la hipotesis de que la inflorescencia tardia fue un simple factor dominante sobre la
inflorescencia temprana, puesto que se observé que (como con diversas caracteristicas recesivas), las
primeras plantas son en cierto modo mas débiles que las posteriores. La pequefia, pero significativa desviacion
de una razén de 3:1 fue, por ende, atribuida a proporciones diferenciales de sobrevivencia. Vale la pena notar
que ésta fue una progenie desacostumbradamente larga. Si ésta hubiera tenido un décimo de su tamafio (570
plantas) y la razén de tarde: temprano hubiera sido la misma, el valor de ji cuadrada habria sido de sélo 0.94,

no aproximandose a la significacién.

La pregunta acerca de la razén de normal: virescente se contesta en la misma forma, y el valor de ji cuadrada
pasa a ser 47.16, de nuevo muy altamente significativo. Las plantas virescentes, que registran una pérdida
parcial de clorofila, muestran incluso una pérdida mayor del vigor en comparacién con las normales, de la que
registran las plantas tempranas en comparacién con las tardias. -

Al someter a prueba la independencia, aceptamos las razones observadas, en vez de aceptar una razén de 3:1,
y calculamos los valores esperados sobre el supuesto de independencia. Luego, el nimero esperado de

plantas tardias normales es:

(total normal x total tardio)/total principal = (4500 x 4 380)/5 700 = 3457.9.

Los valores esperados para las tres casillas restantes de la tabla 17.4 pueden calcularse en una forma similar, u
obtenerse por sustraccion a partir de los totales marginales. La utilizacién de ambos métodos suministra una
comprobacion de la exactitud de los célculos. Nétese que (Ob — Ex) es igual a 12.1 en las casillas superior
izquierda e inferior derecha de la tabla e iguala —12.1 en las otras dos casillas. Los numeradores de los
términos para determinar la ji cuadrada seran iguales para cada clase. Aplicando la correccién de Yates en
cada casilla de la tabla, obtenemos(12.1 — .5) = (11.6)*.Por tanto, ji cuadrada es:

(11.6)2/3456.9 + (1 1.6)3/922.1 + (11.6)*/1 042.1 + (11.6)*/277.9 = .80. La probabilidad de obtener un valor de
esta magnitud solo por casualidad es del 10 al 50%, de modo que no tenemos ninguna evidencia para
justificar el rechazo de la hip6tesis de independencia.

Otro ejemplo mostrarad como calcular la ji cuadrada cuando se incluye mas de un grado de libertad, y céomo
una tabla de contingencia puede “disolverse”. Tres grupos de 39 reses fueron alimentados con raciones
diferentes. Se midi6 condicién de salud de cada animal mediante el registro del nimero de veces que el mismo

tuvo que ser tratado por enfermedad. Se obtuvieron los siguientes resultados:

C6mo probar la independencia
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Tabla 17.5. Condici6n de salud de reses alimentadas con tres raciones. Los valores esperados se indican entre paréntesis.

Racion

Nlmero de veces tratado 1 2 3 Total
0 19(17.3) 16(17.3) 17(17.3) 52

1 1 (.3) 0 (.3) 0 (.3) 1

2 0 (1.3) 3 (1.3) 1 (1.3 4

3 ¥ (5.7) 9 (5.7) 1 (5.7) 7

4 3 (4.7) 5 (4.7) 6 (4.7) 14

5 4 (3.3) 1 (3.3) 5 (3.3) 10

6 2 (2.0) 112.0) 3 (2.0) 6

7 0 (1.3) 2 (1.3) 2 (1.3) 4

8 1 (2.3) 2(2.3) 4 (2.3) 7

10 2- {7 0 (.7) 0 (.7) 2

Totales 39 39 | 39 117

En este caso es facil calcular los valores esperados, puesto que exactamente un tercio de todas las reses
estaban en cada clase de racién. Esto significa que deberiamos esperar que un tercio de los animales en cada
clase de frecuencia del tratamiento se ubicara en cada clase de racién, si ésta y la frecuencia del tratamiento
fueran independientes. Notamos que muchos de los valores esperados son menores que cinco, de modo que
realmente, no hay justificacién para aplicar la férmula de ji cuadrada a los datos, tal como se encuentran: sin
embargo, avanzaremos a través de los célculos y veremos cémo los resultados se comparan con aquellos
obtenidos a partir de una tabla disuelta:

.

_(Ob - Ex)* (19 - 17.3)¢ (16 - 17.3) {0 = .7)?
N =X = + Yo b ——— 245
Ex 17:3 17.3 il
Grados de libertad = (r= 1) (¢ = 1) = (10-1) (3-1) = 18.

Buscando nuestro valor calculado de ji cuadrada de 24.5 en la tabla A.6 en el lado opuesto a 18 grados de
libertad, encontramos que la probabilidad de obtener los resultados observados solo por casualidad, se halla
ligeramente sobre el 10%; por tanto, nuestra evidencia es suficiente para rechazar la hipotesis de que la salud
del animal no estuvo relacionada con la racién.

Para satisfacer la regla de que ninguna clase esperada deberia ser menor que 5, podemos disolver |a tabla,

combinando las clases de frecuencia 1,2y 3;4y 5; v 6,7,8 y 10. Esto da lugar a la nueva tabla que
presentamos a continuacion:
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Tabla 17.6. Version disuelta de la tabla 17.5.

Racion
Numero de veces tratado 1 2 3 Total
0 19 (17.3) 16 (17.3) 17 (17.3) 52
I—3 8 (7.3) 12 (7.3) 2 (7.3) 22
4-5 7 (8.0 6 (8.0) 11 (8.0) 24
6-10 5 (6.3) 5 (6.3) 9 (6.3) 19
Totales 39 39 39 117

El calculo de ji cuadrada da un valor de 10.61 que buscamos en el lado opuesto a 6 grados de libertad.
Encontramos que éste es casi exactamente igual al valor tabular en el 10% de probabilidad. Por ende, nuestras
conclusiones seran iguales a aquellas alcanzadas por la tabla original, aunque este no sera siempre el caso. Es
siempre mas seguro disolver una tabla para evitar las clases esperadas demasiado pequefias; ademas, esto
reduce el numero de calculos que se necesitan para obtener la ji cuadrada. Nétese que la correccidn para la
continuidad no se utilizé en este ejemplo, puesto que estamos tratando con més de un solo grado de libertad.

HETEROGENEIDAD

La tercera y ultima utilizacion que consideraremos en relacion con la ji cuadrada es probar si un grupo de
muestras se podria haber obtenido de la misma poblacién

Consideremos ocho progenies de caléndulas, cada una segregada entre normal y virescente, como sigue:

Tabla 17.7. Calendulas normales y virescentes en ocho progenies.

Progenie Normal Virescente v (3:0) x’ (3106:854)
1 315 85 3.00 0.023
2 602 170 3.65 0.094
3 868 252 3.73 0578
4 174 42 3.5 0575
5 192 48 3.20 0.348
6 165 39 3.76 0.723
7 161 43 1.67 0.028
8 629 175 4.48 0.019
Totales 27.05 2.388
Combinado 3106 854 24.91 0.000
Heterogeneidad 2.14 2.388

Llevaremos a cabo dos tipos de anélisis. Primero someteremos a prueba a cada progenie y los datos
combinados de todas las progenies, en busca de la desviacion de una razén hipotética de 3:1.

La ji cuadrada calculada para cada progenie se muestra en la columna cuatro. Estas se calcularon sin la
correccion para la continuidad, puesto que deseamos sumarlas, y sélo las ji cuadradas no ajustadas son
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aditivas. N6tese que sélo una de ellas excede el valor requerido de 3.84 para la significacién en el nivel del 5%.
Por tanto, tenemos muy poca evidencia de las progenies individuales para el rechazo de nuestra hip6tesis.
AuUn no tenemos justificacién para concluir que, puesto que siete de las ocho progenies dieron un “buen
ajuste’’ (es decir, no se desviaron significativameénte de 3:1), existe una prueba contundente para apoyar
nuestra hipétesis. Debemos llevar el anélisis méas adelante. Sumando las ocho ji cuadradas individuales, cada
una con un grado de libertad, obtenemos una ji cuadrada total de 27.05 con ocho grados de libertad. Esto
excede el valor tabular de ji cuadrada de 26.125 en el nivel de 0.001. En otras palabras, la probabilidad es
menor de una entre mil de que tal valor pudiera ser simplemente el resultado de la casualidad. Otra prueba
puede aplicarse al total de 3 106 normales y de 854 virescentes. Los nimeros esperados son

(3106 -2 970)’+ (854 - 990)*

2970 990

excede ampliamente el valor tabular de ji cuadrada para un grado de libertad en el nivel de 0.001, de manera
que ahora rechazamos definitivamente la hipdtesis de que todas las progenies son muestras de una poblacion
con una razén de 3:1. Aln nos gustarfa saber si todas estas progenies pueden representar muestras de una
sola poblacién. Para someter esta hipGtesis a prueba, calculamos lo que se denomina la ji cuadrada de
heterogeneidad.

3960 % % =2970y 3960 x % = 990, de modo que x= = 24.91.Esto

Ji cuadrada de heterogeneidad = ji cuadrada total — ji cuadrada combinada.

Puesto que la ji cuadrada total fue de 27.05 y la ji cuadrada es igual a 24.91, la ji cuadrada de heterogeneidad
es de 2.14 con siete grados de libertad. Si consultamos la tabla, observaremos que éste es incluso menor que
el de 2.167 requerido en el nivel de 0.95% la probabilidad de que un valor de ji cuadrada de este tamafio o
menor pudiera provenir de un conjunto homogéneo de muestras sélo por casualidad, es de aproximadamente
un 95%. Todas estas pruebas pueden resumirse en una tabla similar a una tabla de anélisis de varianza.

Tabla 17.8. Resumen de los datos de ocho progenies de caléndulas, basados en una proporcién de 3:1.

Fuente gl ji cuadrada
Total 8 27.05***
Combinado 1 24.91***
Heterogeneidad 7 2.14 ns

En vez de probar cada progenie contra una razén hipotética, podemos probarla contra la razén observada de
los totales. Esto se efectua en la Gltima columna de la tabla 17.7. La ji cuadrada combinada tiene, desde luego,
un valor de cero, puesto que la razén observada es aquella contra la cual estamos probando. Una tabla
analoga a la anterior podria expresar lo siguiente:

Tabla 17.9. Resumen de los datos de las caléndulas, basado en totales observados.

Fuente gl ji cuadrada
Total 8 2.388
Combinado 1 0.000
Heterogeneidad 7 2.388
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No tenemos aun evidencia de la heterogenéidad, concluyendo que estamos tratando con un conjunto
homogéneo de progenies y que nuestra mejor estimacion de la verdadera razén es 3 106:854.

Nétese que en la ultima prueba, los célculos fueron exactamente iguales a los realizados para probar la
independencia. En otras palabras, al probar cada muestra contra la razén total observada, ji cuadrada de
heterogeneidad = ji cuadrada de independencia.

Sélo necesitamos separar la ji cuadrada total en dos componentes, cuando las muestras y los totales han sido
probados contra una razén hipotética.

Veamos qué aspecto habria tenido el analisis si las primeras cuatro progenies hubieran mostrado iguales
desviaciones de la razén 3:1, pero en el sentido opuesto:

Tabla 17.10. Conjunto hipotético de datos de las caléndulas, que muestran heterogeneidad.

Progenie Normal Virescente o (30 \7(2950:1010) |

1 285 115 3.00 2.05

2 556 216 3.65 2.49

3 812 308 3.73 2.35

4 150 66 3.56 2.90

5 192 48 3.20 3.82

6 165 39 3.76 4.38

7 161 43 1.67 2.10

8 629 175 4.48 5.92
Totales : 27.05 26.01
Combinado 2950 1010 0.54 0.00
Heterogeneidad 26.51 26.01

Nétese que los datos combinados estan ahora muy cercanos a ajustarse a una razén de 3:1, pero que la ji
cuadrada de heterogeneidad es altamente significativa. Nuevamente rechazamos la hip6tesis de que todas las
progenies son muestras de una poblacién en la cual la razon es de tres normales para uno virescente. El
rechazo se debe, en este caso, a la existencia de una fuerte evidencia de que las muestras no constituyen un
conjunto homogeéneo, de modo que la combinacién de los datos no esté justificada.

A través de todo este estudio hemos utilizado una sola férmula:

) Ob - Ex)*
- con sélo una ligera modificacién para los casos en que se requiere la correccion para la

x
continuidad. Existen muchas modificaciones de esta férmula que proporcionan métodos abreviados de célculo
para casos especiales. Una persona que debe calcular un gran nimero de jies cuadradas debera recurrir a un
texto mas avanzado para las férmulas abreviadas apropiadas. Para el lector que sélo ocasionalmente

encuentra problemas que requieren el andlisis de ji cuadrada, creemos que resulta preferible aprender
unicamente esta formula basica.
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~(Ob - Ex)*

La férmula general para calcular la ji cuadrada es y? = X - .
X -

Los individuos clasificados en dos o maés clases pueden ser comparados con una razén hipotética. Los grados de libertad
son uno menos que el namero de clases.

Si comparamos la ji cuadrada calculada con una tabla, podremos encontrar la probabilidad de ocurrencia de una
desviacién al menos tan grande como aquella observada sélo por casualidad.

Los individuos clasificados en dos formas en clases r y ¢, pueden ser sometidos a una prueba de independencia entre los
dos criterios de clasificacion. Los grados de libertad son (r — 1) x (¢ = 1).

Si se prueban dos 0 mas muestras contra una razén hipotética comun, la suma de las jies cuadradas resultantes puede
separarse en dos compaonentes como sigue:

¥
b
&
Fuente gl 5
Total rle = 1)
Combinado (e =1)
Heterogeneidad (r=NDe=-1)

Eli.:': *ern de clases en que se clasifica cada muestra se denota por c, y r es el nGmero de muestras.
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Tabla A.1. Numeros aleatorios.

que sean mayores que €l nimero que esta

do antes en la serie. Si se desea distribuir
de columnas o hileras para formar nimeros

llos
de dos digitos, siguiéndose el mismo proceso que el descrito anteriormente,

lumnas o diagonales en cada direccién. Anétense los

Para distribuir aleatoriamente cualquier conjunto de diez observaciones o menos, comiéncese por un punto
, sin importar aque

aleatorio de la tabla y sigase cada una de las hileras, co
siendo distribuido aleatoriamente y aquellos que han apareci
aleatoriamente mas de diez nimeros, se pueden combinar pares

numeros en el orden en que éstos aparecen
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Tabla A.2. Distribucion de t. N | |

1
@
, Probabilidad de obtener un valor tan '". |
Grados de ; - “/¢ grande o mayor. i.
libertad 0.100 0.050 0.010 0.001 i
£ 1 6.314 12.706 63.657 @
. 2 2920 4.303 9.925  31.598 @
by 3 2.353 3.182 5.841 12.941 ;.
A 4 e Wi e D378 4.604 8.610
5 2.015 2.571 4.032 6.859 ()
6 1.943 2.447 3.707 5.959 @
7 1.895 2.365 3.499 5.405 @
8 1.860 2.306 3.355 5.041
9 1.833 2.262 3.250 4.781" @
10 1.812 2.228 3.169 4.587 }'.
+ 9 pcifewor 11 1.796 2.201 3.106 4.437 .j;,.
b 12 1.782 2.179 3.055 4.318
13 1.771 2.160 3.012 4.221 @
de. (D15 14 1.767 2.145 2.977 4.140 @
ThAM 15D 1.753 2.131 2.947 4.073
16 1.746 2.120 2.921 4.015 .
17 1.740 2.110 2.898 3.965 E-.
18 1.734 2.101/ 2.878 3.922 ‘®
19 1.729 2.093 - 2.861 3.883 3
20 1.725 2.086 2.845 3.850 g
21 1.721 __2.080 2.831 3.819
22 1.717 2.074 2.819 3.792
23 1.714 2.069 2.807 3.767 ‘
24 1.711 2.064 2.797 3.745
25 1.708 2.060 2.787 3.725
26 1.706 2.056 2.779 3.707 %
27 1.703 2.052 2.771 3.690 5.
28 1.701 2.048 2.763 3.674 -
29 1.699 2.045 2.756 3.659 3.
30 1.697 2.042 - 2.750 3.646 )
35 1.690 2.030 2.724 3.59] £
40 1.684 2.021 2.704 3.551 ’
45 1.680 2.014 2.690 3.520 e
50 1.676 2.008 2.678 3.496 3
55 1.673 2.004 2.669 3.476 (-
60 1.671 2.000 2.660 3.460 9
70 1.667 1.994 2.648 3.435 e
80 1.665 1.989 2.638 3.416 1
90 1.662 1.986 2.631 3.402 L
100 1.661 1.982 2.625 3.390 »)
120 1.658 1.980 %.417 3.373 b
o0 1.6448 1.9600 2.5758 3.2905 j
Partes de esta tabla fueron tomadas de la obra de Fisher y Yates: Statistical Tables for Biological, Agricultural, '.
and Medical Research, publicada por Oliver and Boyd Limited, Edimburgo (1948), y parte de la obra de .
Bernard Os_,tle, I,S‘ratisrics in Research, lowa State University Press (1954), con autorizacién de los autores Y .
editores. lr:‘_.-_',”.,_u NES ¥ ‘\\_;.-' r
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Tabla A.6. Distribucion de y? (ji cuadrada).

Esta tabla se ha resumido de la tabla 4 de Fisher y Yates: Statistical Tables for Biological, Agricultural and
Medical Research, publicada por Oliver and Boyd Limited, Edimburgo, con autorizacion de los autores y

editores.
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)
Grados Probabilidad de obtener un valor tan grande o mayor. .
de
libertad 0.99 0.95 0.90 0.50 0.10 0.05 0.01 0.001 ®
1 0.0002 0.00393 0.0158  0.455  2.706  3.841 6.635  10.827 ©
2 0.0201  0.103 0.211 1.386  4.605  5.99! 9.210  13.815 -
3 0.115 0352  0.584  2.366 6251  7.815  11.345  16.268 @
4 0.297 0711 1.064 3357 7779  9.488  13.277  18.465 9
5 0.554  1.145 1.610 4.351 9.236 11.070  15.086  20.517 @
6 0.872  1.635 2.204 5348 10.645 12.592  16.812  22.457 .'
7 1.239  2.167 2.833 6.346  12.017  14.067 18.475  24.322 e
8 1.646  2.733 3.490 7.344 13362 15.507  20.090  26.125
9 2.088  3.325 4.168 8.343  14.684 16.919  21.666  27.877 )
10 2.558  3.940 4.865 9.342  15.987  18.307  23.209  29.588 -
1 3.053 4.575  5.578  10.341 17275 19.675 24725  31.264 ()
12 3.571  5.226 6.304  11.340 18.549  21.026  26.217  32.909 -
13 4107  5.892 7.042  12.340 19.812  22.362  27.688  34.528 Q
14 4.660  6.571 7790  13.339  21.064 23.685  29.141  36.123
15 5229  7.26 8.547 14339 22307 24.996  30.578  37.697 -
16 5812  7.962 9.312 15338 23.542  26.296  32.000  39.252 ©
17 6.408 8.672  10.085  16.338 24.769  27.587  33.409  40.790 -
18 7.015  9.390  10.865  17.338  25.989  28.869  34.805  42.312 )
19 7633 10117  11.651  18.338  27.204  30.144  36.191  43.820 o
20 8260 10.851  12.443  19.337 28.412 31.410  37.566  45.315 9
21 8.897 11591  13.240 20337 29.615 32.671 38932  46.797 <@
22 9542 12.338 . 14.041  21.337 30.813  33.924  40.289  48.268 @
23 10.196 13.091  14.848  22.337 32.007 35172  41.638  49.728
24 10.856 13.848  15.659  23.337  33.196  36.415 42,980  51.179 @
25 11,524 14.611  16.473 24337 34382 37.652 44314  52.620 ()
26 12198 15.379  17.292 25336 35.563 38.885  45.642  54.052 ")
27 12.879 16151  18.114  26.336 36741  40.113  46.963  55.476 >
28 13.565 16.928  18.939  27.336 37.916  41.337  48.278  56.893 @
29 14256 17.708  19.768  28.336  39.087  42.557  49.588  58.302 ®
30 14953 18.493  20.599  29.336  40.256 43.773  50.892  59.703 o
-




&
)

7000000000000000000000000000000000000000000000

Tabla A.7. Valores del coeficiente de correlacion r, para ciertos niveles de significacion.

Grados Probabilidad de obtener un valor tan
de grande o mayor
libertad 0.1 0.05 0.01 0.001
1 0.9879 0.9969 0.9999 1.0000
2 0.9000 0.9500 0.9900 0.9990
3 0.8054 0.8783 0.9587 0.9912
4 0.7293 0.8114 09172 0.9741
5 0.6694 0.7545 0.8745 0.9507
6 0.6215 0.7067 0.8343 0.9249
7 0.5822 0.6664 0.7977 0.8982
8 0.5494 0.6319 0.7646 0.8721
9 05214 0.6021 0.7348 0.8471
10 0.4973 0.576C 0.7079 0.8233
1 0.4762 0.552% 0.6835 0.8010
12 0.4575 05324 0.6614 0.7800
13 0.4409 05139 0.6411 0.7603
14 0.4259 0.4973 0.6226 0.7420
15 0.4124 0.4821 0.6055 0.7246
16 0.4000 0.4683 0.5897 0.7084
17 - 0.3887 0.4555 0.5751 0.6932
18 0.3783 0.4438 05614 0.6787
19 0.3687 0.4329 0.5487 0.6652
20 0.3598 0.4227 0.5368 0.6524
25 03233 0.3809 0.4869 0.5974
30 0.2960 0.3494 0.4487 0.5541
35 0.2746 0.3246 0.4182 0.5189
40 02573 0.3044 0.3932 0.4896
45 0.2428 0.2875 0.3721 0.4684
50 0.2306 0.2732 0.3541 0.4433
60 0.2108 0.2500 0.3248 0.4078
70 0.1954 0.2319 0.3017 0.3799
80 0.1829 02172 0.2830 0.3568
90 0.1726 0.2050 0.2673 0.3375
100 0.1638 0:1946 0.2540 0.3211

o g

Esta tabla se ha resumido de la tabla 4 de Fisher y Yates: Statistical Tables for Biological Agricultural, and
Medical Research, publicada por Oliver and Boyd Limited, Edimburgo, con autorizacién de los autores y

editores.
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Tabla A.9. Logaritmos.

Partes proporcionales
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Tabla A.9. Logaritmos (continuacion).

FFFfPPPPPFFFFPFPFPPPPFFFPOQ-!
!.

Kimaria Partes proporcionales
namro|e50123456789

1/2(3/4(|5|6/7(8|9

55 7404\7412|7419 |7427 (7435|7443 (7451 |7459|7466|74741112 |23 |4|5|5(6|7
56 7482\7490|7497 (7505 |7513|7520(7528|7536|7543|7551(1(2 (2|3 |4 |5(5(6|7
57 755917566 |7574 (7582 |7589| 7597 |7604|7612|7619|7627(1|2 |23 |4 |5|5(6|7
58 7634 (7642|7649 (7657 |7664|7672|7679(7686|7694|7701(1(1|2|3(4|4|5|6/|7
59 7709 l77'|f.5 7723'[7731|7738|7745|7752|7760|7767 |7774| 1|1 (2|3 |4 |4|5|6|7

|
60 7782778917796 17803 |7810|7818|7825|7832| 7839|7846| 1|1 /2 (3 |4 4|5]|6|6
61 7853 7860 |7868 7875 | 7882|7889 | 7896|7903 7910{ 7917 1|1 |23 [4 |45 /6|6
62 7924 7931 |7938 7945 |7952(7959 |7966|7973/7980|7987|1|1 |23 |3|4|5|6|6
63 7993 18000 |8007 {8014 |8021|8028 |8035|8041|8048|8055({1|1(2/3|3|4/5(5|6
64 8062 18049 |8075 8082 |8089|8096 |8102(8109/8116(8122|111(2(|3|3|4|5|5|6
65 812918136 /8142 |8149(8156|8162|8169(8176(8182|8189|1|1 (2|33 |4|5|5|6
66 8195|8202 |8209 821582228228 {8235|8241 (8248 (8254|111 |2 (3|3 |4|5|5|6
67 8261|8267 {8274 (828082878293 {8299 (8306(8312(8319|1|1 |2(3|3|4,5|5|6
68 8325 8331 |8338 |8344 8351 {8357 {8363 (837018376 (8382(1|1 |23 |3(4(4|5|6
69 8388 18395 |8401 [8407 |8414 (8420 |8426|8432|8439|8445|1(1 (2|2 |3|4|4|5|6
70 8451 |845718463 |8470|8476|8482 (8488|8494 |8500(8506 |1 |1 |2 (2|3 (4|4|5|6
71 8513 (8519|8525 |8531/8537|8543 |8549(8555|8561 (8567 (111 ]2(2|3/4|4|5|5
72 8573 (8579|8585 |8591|8597|8603 [8609|8615(8621 (8627 (1112|213 |4/4/5|5
73 8633 [8639 8645 [8651 8657|8663 |8669 (8675|8681 8686|111 12|2|3/4|4(5/|5
74 - 8692 186988704 8710|8716 (8722 [8727|8733|873918745(1|12|2|3(4|4|5|5
75 8751 (8756|8762 |8768(8774 |8779 |8785(8791|8797(8802|1(1(2|2]3|3|4|5|5
76 8808|8814 (8820 (8825|8831 |8837 |8842 (8848|8854 (8859 |1 |1(2|2|3|3/4|5|5
77 8865|8871 |8876 |8882 8887 |8893 [8899(8904|8910(8915|11112/2|3(3(4 (4|5
78 8921|8927 |8932 |8938 |8943 |8949 (8954 [8960|8965(8971|1|1(2|2|3|3(4 (4|5
79 8976|8982 |8987 [8993 8998 (9004 [9009|9015({9020({9025(1 11 (2;2|3|3({4(45
80 9031|9036 9042 |9047 | 9053 | 9058 | 9063|9069|9074|9079|1(1(2|2|3|3|4 (4|5
81 9085 (9090|9096 [9101 (9106 (9112 |9117({9122|9128|9133|1(1]2|2|3|3|4 (4|5
82 9138(9143(9149 (9154 (9159 (9165 |9170({9175/9180(9186(1 {1(22|3|3|4|4|5
83 9191(9196|9201 |9206 (9212 (9217 |9222(9227(9232({9238|1|1|22|3(3|4 4|5
84 9243924819253 (9258 (9263 (9269 |9274|9279(9284(9289|1 (1 12|2|3|3|4|4|5
85 9294 (9299|9304 |9309 |9315 9320 (9325(9330(|9335|9340 (1 (1 {223 |3|4 |45
86 9345 (9350|9355 (9360 (9365|9370 (9375|9380 (93859390 (1 (1|2 12|3|3|4 (4|5
87 9395 |9400|9405 (9410|9415 |9420 |9425|9430|9435(9440(0 11 |1 |2|2|3|3 (4|4
88 9445 9450|9455 |9460 |9465 | 9469 (9474|9479 |9484 (9489 (01 |1 (2(2|3(3 (4|4
89 9494 (9499|9504 |9509 (9513 [9518 (9523|9528 |9533 (9538 (0|11 (2(2|3|3 |4 |4
90 9542 9547|9552 |9557 (9562 [9566 (9571 |9576|9581 (9586 |0 (1|1 |2|2(3|3 |4 |4
N 9590 |9595 |9600 | 9605|9609 |9614 (96199624 (96289633 (0|11 (2[2|3|3 |4 |4
92 9638 9643|9647 [9652|9657 |9661 (9666 |9671|9675(9680|0{1|112(2|3|3 (4|4
93 9485 |9689 9694 |9699 9703 |9708 (9713(9717(9722 (9727 |0|1 |1 |2(2|3|3 |4 |4
94 9731|9736 9741 |9745|9750|9754 [9759 (9763|9768 (9773 [0 |1 |1 |2(2|3|3 |4 |4
95 977719782 9786|9791 |9795|9800 |9805|9809 (9814|9818 |0 (111 |2(2|3|3 |4 |4
96 9823|9827 |9832 (9836 | 9841|9845 [9850(9854 (9859 (9863 [0 (1 |1 12(2|3|3 |4 |4
97 9868 (9872 |9877 9881198869890 |9894 (9899|9903 {9908 (0|1 112|233 |4 |4
98 991219917 (9921 (9926 9930|9934 [9939 9943|9948 (9952|101 (12| 2|3!3|4 |4
99 9956419961 |9945 9969 9974|9978 (9983|9987 (9991 (9996|101 (12| 2|3|3|3|4
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: Tabla A.10. CUadrados y raices cuadradas.
o N N? VN Y 10N N N? VN VTON
~ 1.00 1.0000 1.00000  3.16228 1.45 2.1025 1.20416 3.80789
: 1.01 1.0201 1.00499  3.17805 1.46 2.1316 1.20830 3.82099
. 1.02 1.0404 1.00995  3.19374 1.47 2.1609 1.21244 3.83406
-~ 1.03 1.0609 1.01489  3.20936 1.48 2.1904 1.21655 3.84708
b 1.04 1.0816 1.01980  3.22490 1.49 2.2201 1.22066 3.86005
_. 1.05 1.1025 1.02470  3.24037 1.50 2.2500 1.22474 3.87298
[ ] 1.06 1.1236 1.02956  3.25576 1.51 2.2801 1.22882 3.88587
~ 1.07 1.1449 1.03441  3.27109 1.52 2.3104 1.23288 3.89872
. 1.08 1.1664 1.03923  3.28634 1.53 2.3409 1.23693 3.91152
o 1.09 1.1881 1.04403  3.30151 1.54 2.3716 1.24097 3.92428
&) 1.10 1.2100 1.04881  3.31662 1.55 2.4025 1.24499 3.93700
-® 1.11 1.2321 1.05357  3.33167 1.56 2.4336 1.24900 3.94968
1.12 1.2544 1.05830  3.34664 1.57 2.4649 1.25300 3.96232
‘. 1.13 1.2769 1.06301  3.36155 1.58 2.4964 1.25698 3.97492
) 1.14 1.2996 1.06771  3.37639 1.59 2.5281 1.26095 3.98748
™ 1.15 1.3225 1.07238  3.39116 1.60 2.5600 1.26491 4.00000
1.16 1.3456 1.07703  3.40588 1.61 2.5921 1.26886 4.01248
® 117 13689 1.08167  3.42053 1.62 26244 127279  4.02492
() 1.18 1.3924 1.08628  3.43511 1.63 2.6569 1.27671 4.03733
'. 1.19 1.4161 1.09087  3.449644 1.64 2.6896 1.28062 4.04969
- 1.20 1.4400 1.09545 = 3.46410 1.65 2.7225 1.28452 4.06202
o 1.21 1.4641 1.10000  3.47851 1.66 2.7556 1.28841 4.07431
_'. 1.22 1.4884 1.10454  3.49285 1.67 2.7889 1.29228 4.08656
1.23 1.5129 1.10905  3.50714 1.68 2.8224 1.29615 4.09878
. 1.24 1.5376 1.11355  3.52136 1.69 2.8561 1.30000 4.11096
) 1.25 1.5625 1.11803  3.53553 1.70 2.8900 1.30384 4.12311
® 1.26 1.5876 1.12250  3.54965 171 2.9241 1.30767 4.13521
' 1.27 1.6129 1.12694  3.56371 1.72 2.9584 1.31149 4.14729
@) 1.28 1.6384 1.13137  3.57771 1.73 2.9929 1.31529 4.15933
@ 1.29 1.6641 1.13578  3.59166 1.74 3.0276 1.31909 4.17133
) 1.30 1.6900 1.14018  3.60555 1.75 3.0625 1.32288 4.18330 |
. 1.31 1.7161 1.14455  3.61939 1.76 3.0976 1.32665 4.19524
= 1.32 1.7424 1.14891  3.63318 1:77 3.1329 1.33041 4.20714
g 1.33 1.7689 1.15326  3.64692 1.78 3.1684 1.33417 4.21900
'. 1.34 1.7956 1.15758  3.66060 1.79 3.2041 1.33791 4.23084
? -~ 1.35 1.8225 1.16190  3.67423 1.80 3.2400 1.34164 4.24264
_ 135 1.8496 1.16619  3.68782 1.81 3.2761 1.34536 4.25441
® 1.37 1.8769 1.17047  3.70135 1.82 3.3124 1.34907 4.26615
-. 1.38 1.9044 1.17473  3.71484 1.83 3.3489 1.35277 4.27785
1.39 1.9321 1.17898  3.72827 1.84 3.3856 1.35647 4.28952
™ 1.40 1.9600 1.18322  3.74166 1.85 3.4225 1.36015 4.30116
" 1.41 1.9881 1.18743  3.75500 1.86 3.4596 1.36382 4.31277
. 1.42 2.0164 1.19164  3.76829 1.87 3.4969 1.36748 4.32435
1.43 2.0449 1.19583  3.78153 1.88 3.5344 1.37113 4.33590
~ 1.44 2.0736 1.20000  3.79473 1.89 3.5721 1.37477 4.34741
. 249
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Tabla A.10 Cuadrados y raices cuadradas (continuacién) .

N N? VN V' TON N N? vN VTON
1.90 3.6100  1.37840  4.35890 2.35 5.5225 1.53297  4.84768
1.91 3.6481  1.38203  4,37035 2.36 5.5696 1.53623  4.85798
1.92 3.6864  1.38564  4.38178 2.37 5.6169 1.53948  4.86826
1.93 3.7249  1.38924  4.39318 2.38 5.6644 1.54272  4.87852
1.94 3.7636  1.39284  4.40454 2.39 5.7121 1.54596  4.88876
1.95 3.8025  1.39642  4.41588 2.40 5.7600 1.54919  4.89898
1.96 3.8416  1.40000  4.42719 2.41 5.8081 1.55242  4.90918
1.97 3.8809  1.40357  4.43847 2.42 5.8564 1.55563  4.91935
1.98 3.9204  1.40712  4.44972 2.43 5.9049 1.55885  4.92950
1.99 3.9601  1.41067  4.46094 2.44 5.9536 1.56205  4.93964
2.00 4.0000  1.41421  4.47214 2.45 6.0025 1.56525  4.94975
2.01 4.0401  1.41774  4.48330 2.46  6.0516 1.56844  4.95984
2.02 4.0804  1.42127  4.49444 2.47 6.1009 1.57162  4.96991
2.03 41209  1.42478  4.50555 2.48 6.1504 1.57480  4.97996
2.04 41616  1.42829  4.51664 2.49 6.2001 1.57797  4.98999
2.05 4.2025  1.43178  4.52769 2.50 6.2500 1.58114  5.00000
2.06 4.2436  1.43527  4.53872 2.51 6.3001 1.58430  5.00999
2.07 4.2849  1.43875  4.54973 2.52 6.3504 1.58745  5.01996
2.08 4.3264  1.44222  4.56070 2.53 6.4009 1.59060  5.02991
2.09 4.3681  1.44568  4.57165 2.54 6.4516 1.59374  5.03984
2.10 4.4100  1.44914  4.58258 2.55 6.5025 1.59687  5.04975
2.11 4.4521  1.45258  4.59347 2.56 6.5536 1.60000  5.05964
2.12 4.4944  1.45602  4.60435 2.57 6.6049 1.60312  5.06952
2.13 4.5369  1.45945  4.61519 2.58 6.6564 1.60624  5.07937
2.14 4.5796  1.46287  4.62601 2.59 6.7081 1.60935  5.0892C
2.15 4.6225  1.46629  4.63681 2.60 6.7600 1.61245  5.09902
2.16 4.6656  1.46969  4.64758 2.61 6.8121 1.61555  5.10882
2.17 4.7089°  1.47309  4.65833 2.62 6.8644 1.61864  5.11859
2.18 47524  1.47648  4.66905 2.63 6.9169 1.62173  5.12835
2.19 47961 1.47986  4.67974 2.64 6.9696 1.62481  5.13809
2.20 4.8400  1.48324  4.69042 2.65 7.0225 1.62788  5.14782
2.21 4.8841  1.48661  4.70106 2.66 7.0756 1.63095  5.15752
2.22 4.9284  1.48997  4.71169 2.67 7.1289 1.63401  5.16720
2.23 4.9729  1.49332  4.72229 2.68 7.1824 1.63707  5.17687
2.24 50176  1.49666  4.73286 2.69 7.2361 1.64012  5.18652
2.25 5.0625  1.50000  4.74342 2.70 7.2900 1.64317  5.19615
2.26 5.1076  1.50333  4.75395 2.71 7.3441 1.64621  5.20577
2.27 51529 1.50665  4.76445 2.72 7.3984 1.64924  5.21536
2.28 5.1984  1.50997  4.77493 2.73 7.4529 1.65227  5.22494
2.29 52441  1.51327  4.78539 2.74 7.5076 1.65529  5.23450
2.30 5.2900  1.51658  4.79583 2.75 7.5625 1.65831  5.24404
2.31 53361 1.51987  4.80625 2.76 7.6176 1.66132  5.25357
2.32 5.3824 = 1.52315  4.81664 2.77 7.6729 1.66433  5.26308
2.33 5.4289  1.52643  4.82701 278 7.7284 1.66733  5.27257
2.34 54756  1.52971  4.83735 2.79 7.7841 1.67033  5.28205
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Tabla A.10. Cuadrados y raices cuadradas (continuacién) .

N N? VN Vv 10N N N? VN Vv 10N
2.80 7.8400 1.67332  5.29150 3.25 10.5625 1.80278  5.70088
2.81 7.8961 1.67631  5.30094 3.26 10.6276 1.80555  5.70964
2.82 7.9524 1.67929  5.31037 3.27 10.6929 1.80831  5.71839
2.83 8.0089 1.68226 5.31977 3.28 10.7584 1.81108 5.72713
2.84 8.0656 1.68523  5.32917 3.29 10.8241 1.81384  5.73585
2.85 8.1225 1.68819  5.33854 3.30 10.8900 1.81659  5.74456
2.86 8.1796 1.69115  5.34790 3.31 10.9561 1.81934  5.75326
2.87 8.2369 1.69411  5.35724 3.32 11.0224 1.82209  5.76194
2.88 8.2944 1.69706  5.36656 3.33 11.0889 1.82483  5.77062
2.89 8.3521 1.70000  5.37587 3.34 11.1556 1.82757  5.77927
2.90 8.4100 1.70294  5.38516 3:35 11.2225 1.83030  5.78792
2.91 8.4681 1.70587  5.39444 3.36 11.2896 1.83303  5.79655
2.92 8.5264 1.70880  5.40370 3.37 11.3569 1.83576  5.80517
2.93 8.5849 1.71172  5.41295 3.38 11.4244 1.83848  5.81378
2.94 8.6436 1.71464  5.42218 3.39 11.4921 1.84120  5.82237
2.95 8.7025 1.71756  5.43139 3.40 11.5600 1.84391  5.83095
2.96 8.7616 1.72047  5.44059 3.41 11.6281 1.84662  5.83952
2.97 8.8209 1.72337  5.44977 3.42 11.6964 1.84932  5.84808
2.98 8.8804 1.72627  5.45894 3.43 11.7649 1.85203  5.85662
2.99 8.9401 1.72916  5.46809 3.44 11.8336 1.85472  5.86515
3.00 9.0000 1.73205  5.47723 3.45 11.9025 1.85742  5.87367
3.01 9.0601 1.73494  5.48635 3.46 11.9716 1.86011  5.88218
3.02 9.1204 1.73781  5.49545 3.47 12.0409 1.86279  5.89067
3.03 9.1809 1.74069  5.50454 3.48 12.1104 . 1.86548  5.89915
3.04 9.2416 1.74356  5.51362 3.49 12.1801 1.86815  5.90762
3.05 9.3025 1.74642 . 5.52268 3.50 12.2500 1.87083  5.91608
3.06 9.3636 1.74929  5.53173 3.51 12.3201 1.87350  5.92453
3.07 9.4249 1.75214  5.54076 3.52 12.3904 1.87617  5.93296
3.08 9.4864 1.75499  5.54977 3.53 12.4609 1.87883  5.94138
3.09 9.5481 1.75784  5.55878 3.54 12.5316 1.88149  5.94979
3.10 9.6100 1.76068  5.56776 3.55 12.6025 1.88414  5.95819
3.11 9.6721 1.76352  5.57674 3.56 12.6736 1.88680  5.96657
3.12 9.7344 1.76635  5.58570 3.57 12.7449 1.88944  5.97495
3.13 9.7969 1.76918  5.59464 3.58 12.8164 1.89209  5.98331
3.14 9.8596 1.77200  5.60357 3.59 12.8881 1.89473  5.99166
3.15 9.9225 1.77482  5.61249 3.60 12.9600 1.89737  6.00000
3.16 9.9856 1.77764  5.62139 3.61 13.0321 1.90000  6.00833
3.17 10.0489 1.78045  5.63028 3.62 13.1044 1.90263  6.01664
3.18 10.1124 1.78326  5.63915 3.63 13.1769 1.90526  6.02495
3.19 10.1761 1.78606  5.64801 3.64 13.2496 1.90788  6.03324
3.20 10.2400 1.78885  5.65685 3.65 13.3225 1.91050  6.04152
3.21 10.3041 1.79165  5.66569 3.66 13.3956 1.91311  6.04979
3.22 10.3684 1.79444  5.67450 3.67 13.4689 1.91572  6.05805
3:23 10.4329 1.79722  5.68331 3.68 13.5424 1.91833  6.06630
3.24 10.4976 1.80000  5.49210 3.69 13.6161 1.92094  6.07454
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Tabla A.10. Cuadrados y raices cuadradas (continuacion).

c oSt~ _,Acsaanaanacanae

N N? VN v 10N N N? VN TON
3.70 13.6900 1.92354  6.08276 4.15 17.2225  2.03715  6.44205
3.71 13.7641 1.92614  6.09098 4.16 17.3056  2.03961 6.44981
3:72 13.8384 1.92873  6.09918 4.17 17.3889  2.04206  6.45755
3.73 13.9129 1.93132  6.10737 4.18 17.4724  2.04450  6.46529
3.74 13.9876 1.93391  6.11555 4.19 17.5561 2.04695  6.47302
3.75 14.0625 1.93649  6.12372 4.20 17.6400  2.04939  6.48074
3.76 14.1376 1.93907  6.13188 4.21 17.7241 2.05183  6.48845
3.77 14.2129 1.94165  6.14003 4.22 17.8084  2.05426  6.49615
3.78 14,2884 1.94422  6.14817 4.23 17.8929  2.05670  6.50384
3.79 14,3641 1.94679  6.15630 4.24 17.9776  2.05913  6.51133
3.80 14.4400 1.94936  6.16441 4.25 18.0625  2.06155  6.51920
3.81 14.5161 1.95192  6.17252 4.26 18.1476  2.06398  6.52687
3.82 14.5924 1.95448  6.18061 4.27 18.2329  2.06640  6.53452
3.83 14.6689 1.95704  6.18870 4.28 18.3184  2.06882  6.54217
3.84 14.7456 1.95959  6.19677 4.29 18.4041  2.07123  6.5498]
3.85 14.8225 1.96214  6.20484 4.30 18.4900  2.07364  6.55744
3.86 14.8996 1.96469  6.21289 4.3 18.5761 2.07605  6.56506
3.87 14.9769 1.96723  6.22093 4.32 18.6624  2.07846  6.57267
3.88 15.0544 1.96977  6.22896 4.33 18.7489  2.08087  6.58027
3.89 15.1321 1.97231  6.23699 4.34 18.8356  2.08327  6.58787
3.90 15.2100 1.97484  6.24500 4.35 18.9225  2.08567  6.59545
3.91 15.2881 1.97737  6.25300 4.36 19.0096  2.08806  6.60303
3.92 15.3664 1.97990  6.26099 4.37 19.0969  2.09045  6.61060
3.93 15.4449 1.98242  6.26897 4.38 19.1844  2.09284  6.61816
3.94 15.5236 1.98494  6.27694 4.39 19.2721 2.09523  6.62571
3.95 15.6025 1.98746  6.28490 4.40 19.3600  2.09762  6.63325
3.96 15.6816 1.98997  6.29285 4.41 19.4481 2.10000  6.64078
3.97 15.7609 1.99249  6.30079 4.42 19.5364  2.10238  6.64831
3.98 15.8404 1.99499  6.30872 4.43 19.6249  2.10476  6.65582
3.99 15.9201 1.99750  6.31664 4.44 19.7136  2.10713  6.66333
4.00 16.0000  2.00000  6.32456 4.45 19.8025  2.10950  6.67083
4.01 16.0801 2.00250  6.33246 4.46 19.8916  2.11187  6.67832
4.02 16.1604 2.00499  6.34035 4.47 19.9809  2.11424  6.68581
4.03 16.2409  2.00749  6.34823 4.48 20.0704  2.11660  6.69328
4.04 16.3216 2.00998  6.35610 4.49 20.1601 2.11896  6.70075
4.05 16.4025  2.01246  6.36396 4.50 20.2500  2.12132  6.70820
4.06 16.4836 2.01494  6.37181 4.51  20.3401 2.12368  6.71565
4.07 16.5649  2.01742  6.37966 4.52 20.4304  2.12603  6.72309
4.08 16.6464  2.01990  6.38749 4.53 20.5209  2.12838  6.73053
4.09 16.7281 2.02237  6.39531 4.54 20.6116  2.13073  6.73795
4.10 16.8100  2.02485  6.40312 4.55 20.7025  2.13307  6.74537
4.11 16.8921 2.02731  6.41093 4.56 20.7936  2.13542  6.75278
4.12 16.9744  2.02978  6.41872 4.57 20.8849  2.13776  6.76018
413 17.0569  2.03224  6.42651 4.58 20.9764  2.14009  6.76757
4.14 17.1396  2.03470  6.43428 4.59 21.0681 2.14243  6.77495
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Tabla A.10. Cuadrados y raices cuadradas (continuacion).

N N? VN VTON N N? VN V10N
4.60 21.1600 2.14476  6.78233 5.05 25.5025 2.24722 7.10634
4.6  21.2521 2.14709  6.78970 5.06 25.6036 2.24944 7.11337
4.62 21.3444 2.14942  6.79706 5.07 25.7049 2.25167 7.12039
4.63 21.4369 2.15174  6.8044] 5.08 25.8064 2.25389 7.12741
4.64 21.5296 2.15407  6.81175 5.09 25.9081 2.25610 7.13442
4.65 21.6225 2.15639  6.81909 5.10 26.0100  2.25832 7.14143
4.66 21.7156 2.15870  6.82642 5.11 26.1121 2.26053 7.14843
4.67 21.8089 2.16102  6.83374 512 26.2144  2.26274 7.15542
4.68 21.9024 2.16333  6.84105 5.13 26.3169  2.26495 7.16240
4.69 21.9961 2.16564  6.84836 5.14 26.4196 2.26716 7.16938
4.70 22.0900 2.16795  6.85565 5.15 26.5225 2.26936 7.17635
4.7 22.1841 2.17025  6.86294 5.16 26.6256 2.27156 7.18331
4.72 22.2784 2.17256  6.87023 5.17 26.7289 2.27376 7.19027
4.73 22.3729 2.17486  6.87750 5.18 26.8324 2.27596 7.19722
4.74 22.4676 2.17715  6.88477 5.19 26.9361 2.27816 7.20417
4.75 22.5625 2.17945  6.89202 5.20 27.0400  2.28035 7.21110
4.76 22.6576 2.18174  6.89928 5.21 27.1441 2.28254 7.21803
4.77 22.7529 2.18403  6.90652 5.22 27.2484  2.28473 7.22496
4.78 22.8484 2.18632  6.91375 5.23 27.3529 2.28692 7.23187
4.79 22.9441 2.18861 6.92098 5.24 27.4576 2.28910 7.23878
4.80 23.0400 2.19089  6.92820 5.25 27.5625 2.29129 7.24569
4.81 23.1361 2.19317  6.93542 5.26 27.6676 2.29347 7.25259
4.82 23.2324 2.19545  6.94262 5.27 27.7729 2.29565 7.25948
4.83 23.3289 2.19773  6.94982 5.28 27.8784  2.29783 7.26636
4.84 23.4256 2.20000  6.95701 5.29 27.9841 2.30000 7.27324
4.85 23.5225  2.20227  6.96419 5.30 28.0900  2.30217  7.28011
4.86 23.6196 2.20454  6.97137 5.31 28.1961 2.30434 7.28697
4.87 23.7169 2.20681 6.97854 5.32 28.3024  2.30651 7.29383.
4.88 23.8144 2.20907  6.98570 5.33 28.4089  2.30868 7.30068
4.89 23.9121 2.21133  6.99285 5.34 28.5156  2.31084 7.30753
4.90 24.0100 2.21359  7.00000 5.35 28.6225  2.31301 7.31437
4.91 24.1081 2.21585  7.00714 5.36 28.7296 2.31517 7.32120
4.92 24.2064 2.21811 7.01427 5.37 28.8369 2.31733 7.32803
4.93 24.3049 2.22036  7.02140 5.38 28.9444  2.31948 7.33485
4.94 24.4036 2.22261 7.02851 5.39 29.0521 2.32164 7.34166
4.95 24.5025 2.22486  7.03562 5.40 29.1600  2.32379 7.34847
4.96 24.6016 2.22711 7.04273 5.41 29.2681 2.32594 7.35527
4.97 24.7009 2.22935  7.04982 5.42 29.3764  2.32809 7.36206
4.98 24.8004 2.23159  7.05691 5.43 29.4849 2.33024 7.36885
4.99 24.9001 2.23383  7.06399 5.44 29.5936 2.33238  7.37564
5.00 25.0000 2.23607  7.07107 5.45 29.7025  2.33452 7.38241
5.01 25.1001 2.23830  7.07814 5.46 29.8116 2.33666 7.38918
5.02 25.2004 2.24054  7.08520 5.47 29.9209  2.33880 7.39594
5.03 25.3009 2.24277  7.09225 5.48 30.0304 2.34094 7.40270
5.04 25.4016 2.24499  7.09930 5.49 30.1401 2.34307 7.40945
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Tabla A.10. Cuadrados y raices cuadradas (continuacion).

N N? VN Vv TON N N3 VN VI1ON
5.50 30.2500 2.34521 7.41620 595 35.4025 2.43926 7.71362
5.51 30.3601 . 2.34734 7.42294 5.96 35.5216 2.44131 7.72010
5.52 30.4704 2.34947 7.42967 597 35.6409 2.44336 7.72658
5.53 30.5809 2.35160 7.43640 5.98 35.7604 2.44540 7.73305
5.54 30.6916 2.35372 7.44312 5.99 35.8801 2.44745 7.73951
5.55 30.8025 2.35584 . 7.44983 6.00 36.0000 2.44949 7.74597
5.56 30.9136 2.35797 7.45654 6.01 36.1201 2.45153 7.75242
5.57 31.0249 2.36008 7.46324 6.02 36.2404 2.45357 7.75887
5.58 31.1364 2.36220 7.46994 6.03 36.3609 2.45561 7.76531
3:59 31.2481 2.36432 7.47663 6.04 36.4816 2.45764 7.77174
5.60 31.3600  2.36643  7.48331 6.05 36.6025  2.45967  7.77817
5.61 31.4721 2.36854 7.48999 6.06 36.7236 2.46171 7.78460
5.62 31.5844 2.37065 7.49667 6.07 36.8449 2.46374 7.79102
5.63 31.6969 2.37276 7.50333 6.08 36.9664 2.46577 7.79744
5.64 31.8096 2.37487 7.50999 6.09 37.0881 2.46779 7.80385
5.65 31.9225 2.37697 7.51665 6.10 37.2100 2.46982 7.81025
5.66 32.0356 2.37908 7.52330 6.11 37.3321 2.47184 7.81665
5.67 32.1489 2.38118 7.52994 6.12 37.4544 2.47386 7.82304
5.68 32.2624 2.38328 7.53658 6.13 37.5769 2.47588 7.82943
5.69 32.3761 2.38537 7.54321 6.14 37.6996 2.47790 7.83582
5.70 32.4900 2.38747 7.54983 6.15 37.8225 2.47992 7.84219
5.71 32.6041 2.38956 7.55645 6.16 37.9456 2.48193 7.84857
5.72 32.7184 2.39165 7.56307 6.17 38.0689 2.48395 7.85493
573 32.8329 2.39374 7.56968 6.18  38.1924 2.48596 7.86130
5.74 32.9476 2.39583 7.57628 6.19 38.3161 2.48797 7.86766
5.75 33.0625 2.39792 7.58288 6.20 38.4400 2.48998 7.87401
5.76 33.1776 2.40000  7.58947 6.21 38.5641 2.49199 7.88036
5.77 33.2929 2.40208 7.59605 6.22 38.6884 2.49399 7.88670
5.78 33.4084 2.40416 7.60263 6.23 38.8129 2.49600 7.89303
5.79 33.5241 2.40624 7.60920 6.24 38.9376 2.49800 7.89937
5.80 33.6400 2.40832 7.61577 6.25 39.0625 2.50000 7.90569
5.81 33.7561 '2.41039 7.62234 6.26 39.1876 2.50200 7.91202
5.82 33.8724 2.41247 7.62889 6.27 39.3129 2.50400 7.91833
5.83 33.9889 2.41454  7.63544 6.28 39.4384  2.50599  7.92465
5.84 34.1056 2.41661  7.64199 6.29 39.5641  2.50799  7.93095
5.85 34.2225 2.41868 7.64853 6.30 39.6900 2.50998 7.93725
5.86 34.3396 2.42074 7.65506 6.31 39.8161 2.51197 7.94355
5.87 34.4569 2.42281 7.66159 6.32 39.9424 2.51396 7.94984
5.88 34.5744 2.42487 7.66812 6.33 40.0689 2.51595 7.95613
5.89 34.6921 2.42693 7.67463 6.34 40.1956 2.51794 | 7.96241
5.90  34.8100  2.42899  7.68115 6.35 403225  2.51992  7.96869
5.9] 34.9281 2.43105 7.68765 6.36 40.4496 2.52190 7.97496
5.92 35.0464 2.43311 7.69415 6.37 40.5769 2.52389 7.98123
5.93 35.1649 2.43516  7.70065 6.38 40.7044  2.52587  7.98749
5.94 35.2836 2.43721 7.70714 6.39 40.8321 2.52784 7.99375
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: Tabla A.10. Cuadrados y raices cuadradas (continuacién).
* N N? VN VTON N N? VN VTON
e}
. 6.40 40.9600 2.52982 8.00000 6.85 46,9225 2.61725 8.27647
6.41 41.0881 2.53180 8.00625 6.86 47.0596 2.61916 8.28251
. 6.42 41.2164 2.53377 8.01249 6.87 47.1969 2.62107 8.28855
. 6.43 41.3449 2.53574 8.01873 6.88 47.3344 2.62298 8.29458
. 6.44 41.4736 2.53772 8.02496 6.89 47.4721 2.62488 8.30060
. 6.45 41.6025 2.53969 8.03119 6.90 47.6100 2.62679 8.30662
B 6.46 41.7316 2.54165 8.03741 6.91 47.7481 2.62869 8.31264
. 6.47 41.8609 2.54362 8.04363 6.92 47.8864 2.63059 8.31865
. 6.48 41,9904  2.54558  8.04984 6.93  48.0249  2.63249  8.32466
: 6.49 42.1201 2.54755 8.05605 6.94 48.1636 2.63439 8.33067
_. 6.50 42.2500 2.54951 8.06226 6.95 48.3025 2.63629 8.33667
. 6.51 42.3801 2.55147 8.06846 6.96 48.4416 2.63818 B.34266
‘ 6.52 42.5104 2.55343 8.07465 6.97 48.5809 2.64008 8.34865
¢ 6.53 42.6409 2.55539 8.08084 6.98 48.7204 2.64197 8.35464
. 6.54 42.7716 2.55734 8.08703 6.99 48.8601 2.64386 8.36062
. 6.55 42.9025 2.55930 8.09321 7.00 49.0000 2.64575 8.36660
. 6.56 43.0336 2.56125 8.09938 7.01 49.1401 2.64764 8.37257
- 6.57 43.1649 2.56320 8.10555 7.02 49.2804 2.64953 8.37854
. . 6.58 43.2964 2.56515 8.11172 7.03 49.4209 2.65141 8.38451
. 6.59 43.4281 2.56710 8.11788 7.04 49.5616 2.65330 8.39047
. 6.60 43.5600 2.56905 8.12404 7.05 49,7025 2.65518 8.39643
i 6.61 43.6921 2.57099 8.13019 7.06 49.8436 2.65707 8.40238
. 6.62 43.8244 2.57294 8.13634 7.07 49.9849 2.65895 8.40833
. 6.63 43.9569 2.57488 8.14248 7.08 50.1264 2.66083 8.41427
. 6.64 44,0896 2.57682 8.14862 7.09 50.2681 2.66271 8.42021
6.65 44,2225 2.57876 © 8.15475 7.10 50.4100 2.66458 8.42615
. 6.66 44.3556 2.58070 8.16088 7.1 50.5521 2.66646 8.43208
. 6.67 44,4889 2.58263 8.16701 7.12 50.6944 2.66833 8.43801
o 6.68 44,6224 2.58457 8.17313 7.13 50.8369 2.67021 8.44393
. 6.69  44.7561 2.58650 8.17924 7.14 50.9796 2.67208 8.44985
. 6.70 44.8%900 2.58844 8.18535 7.15 51.1225 2.67395 8.45577
. 6.71 45.0241 2.59037 8.19146 7.16 51.2656 2.67582 8.46168
. 6.72 45.1584 2.59230 8.19756 7.17 51.4089 2.67769 8.46759
E 6.73 45.2929 2.59422 8.20366 7.18 51.5524 2.67955 8.47349
;. 6.74 45.4276 2.59615 8.20975 7.19 51.6961 2.68142 8.47939
. 6.75 45.5625 2.59808 8.21584 7.20 51.8400 2.68328 8.48528
. 6.76 45.6976 2.60000 8.22192 7.21 51.9841 2.68514 8.49117
6.77 45.8329 2.60192 8.22800 7.22 52.1284 2.68701 8.49706
. 6.78 45,9684 2.60384 8.23408 7.23 52.2729 2.68887 8.50294
. 6.79 46.1041 2.60576 8.24015 7.24 52.4176 2.6%9072 8.50882
. 6.80 46.2400 2.60768 8.24621 7.25 52.5625 2.69258 8.51469
6.81 46.3761 2.60960 8.25227 7.26 52.7076 2.69444 8.52056
. 6.82 46.5124 2.61151 8.25833 7.27 52.8529 2.69629 8.52643
. 6.83 46.6489 2.61343 8.26438 7.28 52.9984 2.69815 8.53229
6.84 46.7856 2.61534 8.27043 7.29 53.1441 2.70000 8.53815
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Tabla A.10. Cuadrados y raices cuadradas {continuacién)

aasaceaeamaooeeooee

N N VN VTON N N? VN TON
7.30 53.2900 2.70185 8.54400 7.75 60.0625 2.78388  8.80341
7.31 53.4361 2.70370 8.54985 7.76 60.2176 2.78568  8.80909
7.32 53.5824 2.70555 8.55570 7.77 60.3729 2.78747  8.81476
7.33 53,7289 2.70740 8.56154 7.78 60.5284 2.78927  8.82043
7.34 53.8756 2.70924 8.56738 7.79 60.6841 2.79106  8.82610
7.35 54,0225 2.71109 8.57321 7.80 60.8400 279285  8.83176
7.36 54.1696 2.71293 8.57904 7.81 60.9961 279464  8.83742
7.37 54.3169 2.71477 8.58487 7.82 61.1524 2.79643 8.84308
7.38 54.4644 2.71662 8.59069 7.83 61.3089 2.79821 8.84873
7.39 54.6121 2.71846 8.59651 7.84 61.4656 2.80000  8.85438
7.40 54.7600 2.72029 8.60233 7.85 61.6225 2.80179  8.86002
7.41 54.9081 2.72213 8.60814 7.86 61.7796 2.80357 8.86566
7.42 55.0564 2.72397 8.61394 7.87 61.9369 2.80535  8.87130
7.43 55.2049 2.72580 8.61974 7.88 62.0944 2.80713  8.87694
7.44 55.3536 2.72764 8.62554 7.89 62.2521 2.80891 8.88257
7.45 55.5025 2.72947 8.63134 7.90 62.4100 281069  8.88819
7.46 55.6516 2.73130 8.63713 7.91 62.5681 2.81247  8.89382
7.47 55.8009 2.73313 8.64292 7.92 62.7264 2.81425  8.89944
7.48 55.9504 2.73496 8.64870 7.93 62.8849 2.81603  8.90505
7.49 56.1001 2.73679 8.65448 7.94 63.0436 2.81780  8.91067
7.50 56.2500 2.73861 8.66025 7.95 63.2025 2.81957 8.91628
7.51 56.4001 2.74044 8.66603 7.96  63.3616 2.82135 8.92188
7.52 56.5504 2.74226 8.67179 7.97 63.5209 282312  8.92749
7.53 56.7009 2.74408 8.67756 7.98 63.6804 2.82489  8.93308
7.54 56.8516 2.74591 8.68332 7.99 63.8401 2.82666  8.93868
7.55 57.0025 2.74773 8.68907 8.00 64,0000 2.82843  8.94427
7.56 57.1536 2.74955 8.69483 8.01 64.1601 2.83019  8.94986
7.57 57.3049 2.75136 8.70057 8.02 64.3204 283196  8.95545
7.58 57.4564 2.75318 8.70632 8.03 64.4809 2.83373  8.96103
7.59 57.6081 2.75500 8.71206 8.04 64.6416 2.83549  8.96660
7.60 57.7600 2.75681 8.71780 8.05 64.8025 2.83725  8.97218
7.61 57.9121 2.75862 8.72353 8.06 64.9636 2.83901 8.97775
7.62 58.0644 2.76043 8.72926 8.07 65.1249 2.84077 8.98332
7.63 58.2169 2.76225 8.73499 8.08 65.2864 2.84253  8.98888
7.64 58.3696 2.76405 8.74071 8.09 65.4481 2.84429  8.99444
7.65 58.5225 2.76586 8.74643 8.10 65.6100 2.84605  9.00000
7.66 58.6756 2.76767 8.75214 8.1 65.7721 2.84781 9.00555
7.67 58.8289 2.76948 8.75785 8.12 65.9344 2.84956  9.01110
7.68 58.9824 2.77128 8.76356 8.13 66.0969 2.85132 9.01665
7.69 59.1361 2.77308 8.76926 8.14 66.2596 2.85307 9.02219
7.70 59.2900 2.77489 8.77496 8.15 66.4225 2.85482 9.02774
7.71 59.4441 2.77669 8.78066 8.16 66.5856 2.85657  9.033%7
7.72 59.5984 2.77849 8.78635 8.17 66.7489 2.85832 9.03881
7.73 59.7529 2.78029 8.79204 8.18 66.9124 286007  9.04434
7.74 59.9076 2.78209 8.79773 8.19 67.0761 2.86182 9.04986 |
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Tabla A.10. Cuadrados y raices cuadradas (continuacién).

N N? VN VTON N N? VN v 10N

8.20 67.2400 2.86356 9.05539 8.65 74.8225 2.94109  9.30054
8.21 67.4041 2.86531 9.06091 8.66 74.9956 2.94279 9.30591
8.22 67.5684 2.86705 9.06642 8.67 75.1689 2.94449 9.31128
8.23 67.7329 2.86880 9.07193 8.68 75.3424 2.94618  9.31665
8.24 67.8976 2.87054 9.07744 8.69 75.5161 2.94788 9.32202

8.25 68.0625 2.87228 9.08295 8.70 75.6900 2,94958 9.32738
8.26 68.2276 2.87402 9.08845 8.71 75.8641 2.95127 9.33274
8.27 68.3929 2.87576 9.09395 8.72 76.0384 2.95296 9.33809
8.28 68.5584 2.87750 9.09945 8.73 76.2129 2.95466 9.34345
8.29 68.7241 2.87924 9.10494 8.74 76.3876 2.95635  9.34880

8.30 68.8900 2.88097 9.11043 8.75 76.5625 2.95804 9.35414
8.31 69.0561 2.88271 9.11592 8.76 76.7376 2.95973 9.35949
8.32 69.2224 2.88444 9.12140 8.77 76.9129 2.96142 9.36483
8.33 69.3889 2.88617 9.12688 8.78 77.0884 2.96311 9.37017
8.34 69.5556 2.88791 9.13236 8.79 77.2641 1 2.96479 9.37550

8.35 69.7225 2.88964 9.13783 8.80 77 .4400 2.96648 9.38083
8.3 69.8896 2.89137 9.14330 8.81 77 .6161 2.96816  9.38616
8.37 70.0549 2.89310 9.14877 8.82 77.7924 2.96985 9.39149
8.38 70.2244 2.89482 9.15423 8.83 77.9689 2.97153  9.39681
8.39 70.3921 2.89655 9.15969 8.84 78.1456 2.97321 9.40213
8.40 70.5600 2.89828 9.16515 8.85 78.3225 2.97489  9.40744
8.41 70.7281 2.90000 9.17061 8.86 78.4996 2.97658  9.41276
8.42 70.8964 2.90172 9.17606 8.87 78.6769 2.97825  9.41807

: 71.0649 2.90345 9.18150 8.88 78.8544 2.97993  9.42338
8.44 71.2336 2.90517 9.18695 8.89 79.0321 2.98161 9.42868
8.45 71.4025 2.90689 ©  9.19239 8.90 79.2100 2.98329  9.43398
8.46 71.5716 2.90861 9.19783 8.91 79.3881 2.98496  9.43928
8.47 71.7409 2.91033 9.20326 8.92 79.5664 2.98664  9.44458
8.48 71.9104 2.91204 9.20869 8.93 79.7449 2.98831 9.44987
8.49 72.0801 2.91376 9.21412 8.94 79.9236 2.98998  9.45516
8.50 72.2500 2.91548 9.21954 8.95 80.1025 2.99166  9.46044
8.51 72.4201 2.91719 9.22497 8.96 80.2816 2.99333  9.46573
8.52 72.5904 2.91890 9.23038 8.97 80.4609 2.99500  9.47101
8.53 72.7609  2.92062 9.23580 8.98 80.6404 2.99666  9.47629
8.54 72.9316 2.92233 9.24121 8.99 80.8201 2.99833  9.48156
8.55 73.1025 2.92404 9.24662 9.00 81.0000 3.00000  9.48683
8.56 73.2736 2.92575 9.25203 9.01 81.1801 3.00167  9.49210
8.57 73.4449 2.92746 9.25743 9.02 81.3604 3.00333  9.49737
8.58 73.6164 2.92916 9.26283 9.03 81.5409 3.00500  9.50263
8.59 73.7881 2.93087 9.26823 9.04 81.7216 3.00666  9.50789
8.60 73.9600 2.93258 9.27362 9.05 81.9025 3.00832  9.51315
8.61 74.1321 2.93428 9.27901 9.06 82.0836 3.00998  9.51840
8.62 74.3044  2.93598 9.28440 9.07 82.2649 3.01164  9.52365
8.63 74.4769 2.93769 9.28978 9.08 82.4464 3.01330  9.52890

8.64 74.6496 2.93%939 9.29516 9.09 82.6281 3.01496 9.53415
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Tabla A.10. Cuadrados y raices cuadradas (continuacion).
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N N? VN 10N N N? VN VTON
9.10 82.8100  3.01662  9.53939 9.55 91.2025  3.09031 9.77241
9.11 82.9921  3.01828  9.54463 9.56 91.3936  3.09192 9.77753
9.12 83.1744 = 3.01993 9.54987 9.57 91.5849  3.09354 9.78264
9.13 83.3569  3.02159  9.55510 9.58 91.7764  3.09516  9.78775
914 83.5396  3.02324  9.56033 9.59 91.9681  3.09677 9.79285
9.15 83.7225  3.02490  9.56556 9.60 92.1600  3.09839 9.79796
9.16 83.9056  3.02655  9.57079 9.61 92.3521  3.10000  9.80306
9.17 84.0889  3.02820 9.57601 9.62 92.5444  3.10161 9.80816
9.18 84.2724  3.02985  9.58123 9.63 92.7369  3.10322 9.81326
9.19 84.4561  3.03150  9.58645 9.64 92.9296  3.10483 9.81835
9.20 84.6400  3.03315  9.59166 9.65 93.1225  3.10644 9.82344
9.21 84.8241  3.03480  9.59687 9.66 93.3156  3.10805  9.82853
9.22 85.0084  3.03645 9.60208 9.67 93.5089  3.10966 9.83362
9.23 85.1929  3.03809  9.60729 9.68 93.7024  3.11127 9.83870
9.24 85.3776  3.03974  9.61249 9.69 93.8961  3.11288  9.84378
9.25 85.5625  3.04138  9.61769 9.70 94.0900  3.11448  9.84886
9.26 85.7476  3.04302  9.62289 9.71 94.2841  3.11609 9.85393
9.27 85.9329  3.04467  9.62808 9.72 94.4784  3.11769  9.85901
9.28 86.1184  3.04631  9.63328 .73 94.6729  3.11929  9.86408
9.29 86.3041  3.04795  9.63846 9.74 94.8676  3.12090  9.86914
9.30 86.4900  3.04959  9.64365 9.75 95.0625  3.12250  9.87421
9.31 86.6761  3.05123  9.64883 9.76 95.2576  3.12410 9.87927
9.32 86.8624  3.05287 . 9.65401 9.77 95.4529  3.12570  9.88433
933 87.0489  3.05450 9.65919 9.78 95.6484  3.12730  9.88939
9.34 87.2356  3.05614  9.66437 9.79 95.8441  3.12890  9.89444
9.35 87.4225  3.05778  9.66954 9.80 96.0400  3.13050  9.89949
9.36 87.6096  3.05941  9.67471 9.81 96.2361  3.13209  9.90454
9.37 87.7969  3.06105  9.67988 9.82 96.4324  3.13369 9.90959
9.38 87.9844  3.06268  9.68504 9.83 96.6289  3.13528 9.91464
9.39 88.1721  3.06431  9.69020 9.84 96.8256  3.13688 9.91968
9.40 88.3600  3.06594  9.69536 9.85 97.0225  3.13847  9.92472_
9.41 88.5481  3.06757  9.70052 9.86 97.2196  3.14006 9.92975
9.42 88.7364  3.06920  9.70567 9.87 97.4169  3.14166 9.93479
9.43 88.9249  3.07083  9.71082 9.88 97.6144  3.14325  9.93982-
9.44 89.1136  3.07246  9.71597 9.89 97.8121  3.14484 9.94485
9.45 89.3025  3.07409 9.72111 9.90 98.0100  3.14643 9.94987
9.46 89.4916  3.07571  9.72625 9.91 98.2081 3.14802 9.95490
9.47 89.6809  3.07734  9.73139 9.92 98.4064  3.14960 9.95992
9.48 89.8704  3.07896  9.73653 9.93 98.6049  3.15119 9.96494
9.49 90.0601  3.08058  9.74166 9.94 98.8036  3.15278  9.96995
9.50 90.2500  3.08221  9.74679 9.95 99.0025  3.15436 9.97497
9.51 90.4401  3.08383  9.75192 9.96 99.2016  3.15595 9.97998
9.52 90.6304  3.08545 9.75705 9.97 99.4009  3.15753 9.98499
9.53 90.8209  3.08707  9.76217 9.98 99.6004  3.15911 9.98999
9.54 91.0116  3.08869  9.76729 9.99 99.8001 3.16070  9.99500

Reproducida de la obra /ntroduction to Probability and Statistics de Henry L. Alder y Edward B. Roessler,

1960, W.H. Freeman & Company, con autorizacién de los autores.
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Tabla A.11. Coeficientes, divisores y valores de K para ajustar las curvas cuarticas a datos de intervalos
iguales, y para separar la suma de cuadrados.

)O0000P0000000000000000000000000000000000000000.

n: 3 4 5 6
€ C < €z s & & S s ¢ <, Cs 4
-1 1 -3 1 -1 -2 2 -1 1 -5 5 -5 1
-2 -1 -1 3 -1 = 2 -4 -3 -l 7 -3
1 1 1 -1 =3 0 -2 0 6 -1 -4 4 2
3 1 1 1 -1 -2 -4 1 -4 -4 2
2 3 1 1 3 - -7 -3
5 5 5 1
Divisores
2 6 20 4 20 10 14 10 70 |70 84 180 28
K, 1/3 5/16 1/7 5/96
K, 1/2 1/20 110 1/70
K, 41/240 17/60 101/4320
K, 1/2 1/16 1/14 1/224
Ks 1/48 1/12 1/864
. 1/24 1/768
. _ 31/168 95/2688
K, ' 3/35 27/256
n 7 8 9
<, c, C, C, c, c, C, = <, <, C, C,
-3 5 - | ] =7 7 % 7 -4 28 -4 14
- 0 1 -7 -5 ] 5 =73 -3 7 7 =
21 =3 1 ] =3 - 7 -3 - 8 13 =11
0 -4 0 6 -1 -5 3 9 = 17 9 9
1 =3 =] ] w5 g 9 0 =20 0 18
2 0 ] i 3 -3 =7 -3 1 =17 -9 9
3 1 3 5 -5 =13 2 -8 =13 =11
7 7 7 7 3 7 By —2 |
4 28 14 14
Divisores
28 84 6 154 168 168 264 616 60 2772 990 2002
K, 1/21 1/32 5/693
K, 1/28 1/168 1/60
K, 7/36 37/3168 59/5940
K. 1/84 1/672 1/924
Ks 1/36 1/3168 1/1188
Ke 1/264 1/16896 1/3432
K, 67/1848 : 179/59136 115/24024
K, 3/77 9/512 9/1001
259
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Tabla A.11. Continuacién. .
wi 10 n .
c, <, C, C, c, <, [ <, .
-9 6 —42 18 -5 15 -30 6 @
-7 2 14 =72 -4 6 6 4 .
-5 < 35 =17 3 - 22 i .
-3 -3 3 3 ) -6 23 i j
-1 -4 12 18 -1 -9 14 4 @
1 - -12 18 0 -10 0 6 -
3 -3 =31 3 1 -9 - 4 @
2 -1 -35 ~17 2 -6 ~23 -1 .
7 2 -4 30 3 -1 -22 -6 ;
9 6 42 18 4 6 -6 -6 .
5 5 15 30 6 <
Divisores
330 132 8580 2860 110 858 4290 286 .
K, 1/32 5/429 ®
K, 1/330 1110 v
Ks 293/205920 89/25740 @
K: 1/1056 1/858 .
Ks 1/41184 1/5148 :
K, 1/109824 173432 .
K, 41/54912 25/3432 o
K, ~9/1280 3/143 ,
n:cl , 12 €3 C4 € <, " Cy Cq .
-n 55 =30 33 -6 22 -1 99 :
-9 25 3 -27 w5 n 0 -66 .
=7 1 v I -4 2 6 -96 '
-5 -7 2% T -3 -5 8 -54 ®
-3 -29 19 12 -2 -10 7 11 .
=] -35 7 28 -1 -13 4 64 .
1 B8 - .. = 28 0 -14 0 84 :
3 -29 -19 12 1 -13 -4 64 @
5 -17 -25 -13 2 -10 =7 1} ]
7 1 <21 -33 3 =5 -8 -54 .
9 25 . -27 4 2 -6 -96 .
n 55 33 33 5 N 0 -66
. 6 22 n 99 .
Divisores : .
572 12012 5148 8008 182 2002 572 68068 ‘
K, 1/336 17143 ©
K, 1/572 1/182 )
K, 85/61776 25/3432 <
Ks 1/16016 1/2002
Ky 1/61776 1/3432 _.
K, 1/439296 1/116688 @
K, 419/1537536 19/62832 <
K, 27/7168 3/2431 4
@
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Tabla A;11. Continuacién.

n: 14 15
<, <, 5 <, & c; c, c,
=13 13 -143 143 -7 91 =91 1001
-11 7 -1 =77 -6 52 -13 -429
-9 2 66 -132 -5 19 35 -869
-7 ) 98 -92 -4 -8 58 -704
-5 -5 95 -13 -3 -29 61 -249
-3 -7 63 63 -2 -44 49 251
-1 -8 24 108 -1 =53 27 621
1 -8 -24 108 0 -56 0 756
’ 3 -7 =67 63 1 -53 =27 621
5 -5 -95 -13 2 -44 -49 251
7 -2 -98 =92 3 -29 =61 =249
9 2 -66 -132 4 -8 -58 -704
11 7 11 =77 5 19 =35 -869
13 13 143 143 6 52 13 -429
7 9N 91 1001
Divisores
910 728 97240 136136 280 37128 39780 6466460
K, 5/448 : 1/663
K, 1/910 1/280
K, 581/2333760 167/238680
K. 1/5824 1/12376
K, 1/466752 1/47736
K, 1/3734016 1/2217072
K, 575/13069056 331/15519504
K, 3/3584 27/230945

JOS 000 0000000000 0000000000000 000000000000000000.
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Tabla A.11. Continuacién.

“
’f H
n: S [ 17 :
Cl (.'.z Cy c, Cl Cz Cy C, .
-15 35 455 273 -8 40 -28 52 )
-13 21 -91 -91 < 25 -7 =14 .
-1 9 143 <521 -6 12 7, -3 ®
-9 =] 267 ~201 -5 1 15 -39
7 -9 301 “101 | -4 -8 18 24 ®
-5 -15 265 23 -3 -15 17 -3 )
-3 -19 179 129 =] -20 13 17 .
-1 -21 63 189 1 <23 7 31 !
1 <5 -63 189 0 —24 0 36 o
3 19 -179 129 1 _23 -7 3 «
5 ~15 -265 23 2 -20 -13 17 (W)
7 -9 -301 -101 3 -15 =17 = P
9 =1 =267 -201 4 -8 -18 -24 ;
n 9 -143 w221 5 1 15 -39 @
13 21 91 -9 6 12 w7 -39 )
15 35 455 273 7 25 7 <18 @
8 40 28 52 ®
Divisores .
1360 5712 1007760 470288 408 7752 3876 1679 p4
K, 5/1344 1/323 ®
X 1/1360 1/408
K, 761/12093120 43/23256 @
K, 1/22848 1/7752 <
K, 1/2418624 1/23256 S
K, 1/12899328 1/201552
K, 755/45147648 61/201552 @
K, - 3/7168 9/4199 -
-
-
-
-
-
-
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-
v
-
262 [}
[
@
@
-
@
@




1

PFo00000000000000008000000000080000000000000000000,

Tabla A.11. Continuacion.
n: 18 19
c, c, C, Ca i1 c, C,y C,
=17 68 -68 68 -9 51 -204 612
-15 44 -20 -12 -8 34 -68 -68
-13 23 13 —-47 -7 19 28 -388
=11 5 33 =51 -6 6 89 —-453
-9 -10 42 -36 -5 -5 120 -354
-7 -22 42 -12 -4 -14 126 -168
-5 =31 35 13 =3 =21 112 42
-3 =37 23 33 -2 -26 83 227
=1 -40 8 44 -1 -29 44 352
1 -40 -8 44 0 =30 0 396
3 =37 -23 33 1 -29 -44 352
5 31 -35 13 2 -26 -85 227
7 =22 -42 =12 3 =21 -112 42
9 -10 -42 -36 4 -14 -126 -168
11 5 =33 =51 5 =5 -120 -354
13 23 -13 -47 6 6 -89 -453
15 44 20 =12 7 19 -28 -388
17 68 68 - 68 8 34 68 -68
9 51 204 612
Divisores
1938 23256 23256 28424 570 13466 213180 2288132
K, 1/576 5/2261
K, 1/1938 1/570
K, 193/558144 26971279080
K, 1/62016 1/13566
K, 1/558144 1/255816
K. 1/5457408 1/3922512
K, 137/2728704 535/27457584
K, 9/5632 9/52003
263




n: 2 21
<, c, C, c, c, C, C, c,
-19 57 -969 1938 -10 190 -285 969
-17 39 -357 -102 -9 133 -114 0
-15 23 85 -1122 -8 82 12 -510
-13 9 377 -1402 =F 37 98 -680
-1 =3 539 -1187 -6 . 149 -615
-9 -3 591 -687 -5 -35 170 -406
-7 =21 553 =77 -4 -62 166 -130
-5 ~27 445 503 - -83 142 150
< =31 287 948 0 -98 103 385
<] -33 99 1188 =] -107 54 540
1 =33 -99 1188 0 -110 0 594
3 gt -287 948 1 -107 -54 540
5 97 —445 503 2 -98 -103 385
7 =21 -553 =17 3 -83 -142 150
9 -13 -591 -687 4 -62 ~166 -130
n -3 -539 -1187 5 -35 -170 -406
13 9 ~377 -1402 6 -2 ~149 -615
15 23 -85 1122 7 37 -98 -680
17 39 357 -102 8 82 ~12 -510
19 57 969 1938 9 133 114 0
10 190 285 969
Divisores
2660 17556 4903140 22881320 770 201894 432630 5720330
K, 1/528 5/9177
K, 1/2660 1/770
K, 1193/58837680 329/2595780
K, 1/70224 1/67298
K, 1/11767536 1/519156
K, 1/251040768 1/9806280
K, 1187/878642688 131/13728792
K, 3/56320 27/260015
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% Tabla A.11. Continuacion.
iy

-

n: 22 23
[ c,; c,y C, <, c; C, c,
-2 35 =133 1197 - =11 77 77 1463
-19 25 -57 57 -10 56 =35 133
-7 16 0 -570 -9 37 =3 -627
-15 8 40 -810 -8 20 20 -950
-13 1 65 -775 = 5 35 -955
-1 -5 77 -563 -6 -8 43 —747
-9 -10 78 -258 =L -19 45 -417
| -14 70 70 -4 -28 42 -42
-5 =17 55 365 43 -35 35 315
., | -19 35 585 =3 -40 25 605
1 -20 12 702 w1 -43 13 793
1 -20 ~12 702 0 -44 0 858
3 -19 ~35 585 ] -43 =13 793
5 -17 -55 365 2 -40 -25 605
7 -14 -70 70 3 -35 -35 315
9 -10 -78 -258 4 -28 - -42
1 -5 =17 -563 5 -19 -45 -417
13 1 -65 -775 6 -8 -43 —747
15 8 —40 -810 7 5 -35 -955
17 16 0 -570 8 20 -20 -950
57 57 9 37 3 -627
21 35 133 1197 10 56 35 133
1 77 77 1463
Divisores
3542 7084 96140 8748740 1012 35420 32890 131231100
K, 1/352 1/805
K, 1/3542 1/1012
K; 289,/2307360 794197340
K. 1/56672 1/35520
K, 1/2307360 1/197340
K, 1/239965440 1/22496760
K, 1439,/839879040 787/157477320
K, 3/36608 1/15295
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Tabla A.11. Continuacién.

CC.C00CTEC

n: 24 25

€ = C, C, i [ <, c,
=23 253 -1771 253 -12 92 -506 1518
=21 187 -847 33 -Nn 69 -253 253
-19 127 -133 -97 -10 48 -55 -517
=17 73 391 -157 -9 29 93 -897
-15 25 745 -165 -8 12 196 -982
-13 =17 949 =137 =7 ~3 259 -857
-1 -53 1023 -87 -6 -16 287 -597
-9 -83 987 =27 -5 =27 285 -267
-7 -107 861 33 -4 -36 258 78
-5 =125 665 85 -3 -43 211 393
. -137 419 123 =7 -48 149 643
-1 -143 143 143 -1 -5 77 803
1 -143 -143 143 0 -52 0 858
3 =137 -419 123 1 =51 =77 803
) =125 -665 85 2 -48 -149 643
7 -107 -861 33 3 -43 =211 393
9 -83 -987 =27 4 -36 -258 78

11 -53 -1023 -87 5 =27 -285 =267 .
13 =17 -949 -137 6 -16 -287 - 597
15 25 -745 . -165 7 -3 =259 -857
17 73 -391 -157 8 12 -196 -982
19 127 133 -97 9 29 -93 -897
21 187 847 33 10 48 55 =517
23 253 1771 253 11 69 253 253
: 12 92 506 1518

Divisores
4600 394680 17760600 394680 1300 53820 1480050 14307150
K, 5/13728 171035
K, 1/4600 1/1300
K, 1721/213127200 467/8880300
K. 1/526240 1/53820
Ks 1/42625440 171776060
K, 1/75778560 1/34337160
K, 49/7577856 133734337160
K, 27/73216 1/16675
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Tabla A.12. Coeficientes para ajustar curvas peribdicas, y para separar sumas de cuadrados, para datos
tomados a intervalos de tiempo iguales durante un ciclo completo.

Valores de X paran t
4 6 812 24 U, A u, v, U, v, U, v,

1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000
0.966 0.259 0.866 0.500 0.707 0.707 0.500 0.866
0.866 0.500 0.500 0.866 0.000 1.000 - 0.500 0.866
0.707 0.707 0.000 1.000 -0.707 0.707 -1.000 0.000

0 00 0 O
1
2
3
1 2 4 0.500 0866 - 0.500 0.866 -1.000 0000 -0500 - 0866
5
6
7
8

1

0.259 0966 - 0866 0500 -0707 -0707 0500 - 0.866

1 2 3 0.000 1000 - 1.000 0.000 0.000 -1.000 1.000 0.000
- 0.259 0966 - 0866 - 0.500 0707 - 0.707 0.500 0.866

2 4 - 0.500 0866 -0.500 -0.866 1.000 0000 -0.500 0.866

3 4 - 0707 0.707 0.000 -1.000 0.707 0707 -1.00 0.000

5 10 - 0.866 0.500 0500 -0866 0.000 1000 -0500 - 0866

11 - 0.966 0.259 0866 -0500 -0.707 0.707 0500 - 0866

2 3 4 612 - 1.000 0.000 1.000 0.000 -1.000 0.000 1.000 1.000
13 - 0966 - 0259 0.866 0500 -0707 -0.707 0.500 0.866

7 14 - 0866 - 0.500 0.500 0.866 0.000 -1.000 -0500 0.866

5 15 -0707 -0.707 0.000 1.000 0707 -0.707 = - 0.000 0.000

4 8 16 - 0500 -0866 - 0.500 0.866 1.000 0.000 -0500 - 0866

17 -0259 -0966 - 0866 0.500 0.707 0.707 0500 - 0866

3 6 9 18 0.000 -1.000 -1.000 0.000 0.000 1.000 1.000 1.000
19 0259 -0966 -0866 -0500 -0707 0.707 0500 - 0866

5 10 20 0500 -0866 -0500 -0866 - 1.000 1.000 - 0500 0.866

7 21 0707 -0707 1000 -1.000 -0707 -0707 -1.000 0.000

11 22 0.866 - 0500 1.500 - 0.866 1.000 -1.000 -0500 - 0866

23 0966 - 0259 0866 - 0500 0.707 0.707 0.500- - 0.866

tPara un valor dado de n, Usense solamente las lineas de la tabla para las cuales se han dado valores de X.
Cuando n = 4, empléense sélo las columnas para U,. Cuando n = 6, utilicense sélo las columnas para U,.
Cuando n = 8, Usense sélo las columnas para U,.

Valoresde Xparan=7

U, v, u, v, U, v,
0| -1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000
1 0.623 0.782 - 0223 0975 . 0.901 0.434
2 |.~0223 0975 0.901 - 0.434 0.623 - 0782
3| -o0901 . 0.434 0623 - 0782 - 0223 0975
4| -090 - 0.434 0623 0.782 - 0223 - 0975
5| -0223 - 0975 - 0901 0.434 0.623 0.782
6 0623 - 0782 - 0223 - 0975 - 0901 - 0.434
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Tabla A.12. Continuacién.
Valor de X paran = 52,
U, v, U, v, U, v, U, v,
0. 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 0.000
1 0.993 0121 0.971 0.239 0.935 0.355 0.885 0.465
2 0.971 0.239 0.885 0.465 0.749 0.663 0.568 0.823
3 0.935 0.355 0.749 0.663 0.465 0.885 0121 0.993
4 0.885 0.465 0.568 0.823 0121 0.993 - 0.355 0.935
5 0.823 0.568 0.355 0.935 - 0239 0.971 - 0.749 0.663
6 0.749 0.663 0.121 0.993 - 0.568 0.823 - 097 0.239
7 0.663 0.749 - 0121 0.993 0.823 0.568 - 0971 - 0239
8 0.568 0.823 - 0.355 0.935 - 097 0.239 - 0.749 - 0663
9 0.465 0.885 - 0568 0.823 - 0993 -0121 - 0355 - 0935
10 0.335 0.935 - 0.749 0.885 - 0.885 - 0.465 0121 -0.993
1 0.239 0.971 -0.885 0.465 - 0.663 - 0.749 0.568 -0.823
12 0121 0.993 - 097 0.239 - 0.355 - 0935 0.885 - 0465
13 0.000 1.000 - 1.000 0.000 0.000 -1.000 1.000 0.000
14 - 0121 0.993 - 097 - 0239 0.355 - 0.935 0.885 0.465
15 -0.239 0971 - 0.885 - 0.465 0.663 - 0.749 0.568 0.823
16 - 0.355 0.935 - 0.749 - 0.663 0.885 - 0.465 0121 0.993
17 - 0.465 0.885 - 0.568 -0.823 0.993 -0121 - 0355 0.935
18 - 0.568 0.823 - 0.355 - 0935 0.971 0.239 - 0.749 0.663
19 - 0.663 0.749 -0121 - 0.993 0.823 0.568 - 097 0.239
20 --0.749 0.663 0.121 - 0993 0.568 0.823 - 097 - 0239
21 -0.823 0.568 0.355 - 0935 0.239 0971 - 0749 - 0.663
22 - 0.885 0.465 0.568 - 0.823 -0121 0.993 -0.355 - 0935
23 - 0935 0.355 0.749 - 0.663 - 0.465 0.885 0121 - 0993
24 - 097 0.239 0.885 - 0.465 - 0749 0.663 0.568 -0.823
25 - 0993 0.121 0971 -0.239 - 0935 0.355 0.885 - 0.465
26 -1.000 0.000 1.000 0.000 - 1,000 0.000 1.000 0.000
27 - 0993 -0121 0.971 0.239 -0.935 - 0.355 0.885 0.465
28 - 0971 -0.239 0.885 0.465 - 0749 - 0.663 0.568 0.823
29 - 0935 - 0.355 0.749 0.663 - 0.465 - 0.885 0121 0.993
30 - 0.885 - 0.465 0.568 0.823 - 0121 -0121 - 0.355 0.935
31 -0.823 - 0.568 0.355 0.935 0.239 - 097 - 0.749 0.663
32 - 0749 - 0.663 0.121 0.993 0.568 - 0.823 - 0971 0.239
33 - 0.663 - 0749 - 0121 0.993 0.823 - 0568 - 097 -0.239
34 - 0.568 - 0823 - 0.355 0.935 0971 - 0239 - 0749 - 0.663
35 - 0.465 - 0.885 - 0.568 0.823 0.993 0121 - 0.355 - 0935
36 -0.355 - 0935 - 0749 0.663 0.885 0.465 0121 - 0993
37 -0.239 - 097 - 0.885 0.465 0.663 0.749 0.568 -0.823
38 -0121 - 0.993 - 0971 0.239 0.355 0.935 0.885 - 0.465
39 0.000 - 1.000 - 1.000 0.000 0.000 1.000 1.000 0.000
40 0121 - 0.993 - 0971 - 0239 -0.355 0.935 0.885 0.465
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Tabla A.12. Continuacién.

Valorde X paran = 52.
U, A u, Vv, U, Y, U, v,
41 0.239 - 0971 - 0885 - 0.465 - 0.663 0.749 0.568 0.823
42 0.355 - 0935 - 0.749 - 0.663 -0.885 0.465 0121 0.993
43 0.465 -0.885 - 0568 -0.823 - 0.993 0121 0.355 0.935
44 0.568 -0.823 - 0.355 - 0935 - 097 - 0239 0.749 0.663
45 0.663 - 0749 -0121 -0.993 - 0823 - 0568 -097 0.239
46 0.749 - 0.663 0121 - 0.993 - 0.568 - 0823 - 0971 -0.239
47 0.823 - 0.568 0.355 -0.935 -0.239 - 0971 - 0749 - 0.663
48 0.885 - 0.465 0.568 - 0823 0121 - 0.993 - 0.355 - 0935
49 0.935 - 0.355 0.749 - 0.663 - 0.465 - 0.885 0121 - 0993
50 0.971 - 0239 0.885 - 0.465 0.749 - 0.663 0.568 -0.823
51 0.993 -0121 0971 - 0.239 0.935 - 0.355 0.885 - 0465
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